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Abstract: The mathematical modelling of haemopoietic processes is

closely connected with both the level of knowledges and the experimental

facilities in this area. In the past, a lot of cell proliferation-di�erentiation

models were developed (see [4], [5], [7], [21], : : : ). In this contribution, the

stochastic multiple branching model is used for discrete-time simulation of

the process. The presented model scheme was derived recently from corre-

lations of lineages given in [15] and [16]. The basic assumption is that all

principal haemopoietic lineages originate from one common progenitor, the

stem cell.

Rez�me: Matematiqeskoe modelirovanie gemopoetiqeskih pro-

cesov tesno sv�zano s urovnem nauki i �ksperimental~nyh vozmo�-

noste�. V literature bylo u�e opisano mnogo modele� sv�zannyh

s proliferacie� i diferenciacie� kletoqnyh populaci� (smotri

naprimer [4], [5], [7], [21], : : : ). V �to� stat~e zanimaems� sto-

hastixesko� modele� mnogomernogo vetveni�, kotora� izpol~zova-

na dl� simul�ci� procesa v diskretnom vremeni. �ta model~ vy-

hodit iz sovremennyh rabot [15] i [16], v kotoryh osnovnym pred-

polo�eniem �vl�ets� qto vse gemopoetiqeskie linii vyhod�t iz

odnogo progenitora, plemenno� kletki.

�Uvod

Matematick�e modelov�an�� v�yvoje biologick�ych syst�em�u je ji�z dlouhou dobu

c��lem v�edeck�ych snah �rady autor�u. Jeden z nejv�yznamn�ej�s��chmatematick�ych

model�u { Malthus�uv obecn�y model v�yvoje populace { vznikl ji�z v roce 1798.
�Rada model�u vznikala v pr�ub�ehu 19. a polovin�e 20. stolet�� a byla spojena se

v�seobecn�ym rozvojem v�edeck�eho zkoum�an��, p�redev�s��m matematiky, biologie

a medic��ny. Rozvoj teorie stochastick�ych proces�u ve 30. letech a matema-

tick�e kybernetiky v 50. letech tohoto stolet�� stimulovaly druhou mohutnou

vlnu rozvoje matematick�ych model�u prakticky ve v�sech oblastech lidsk�eho

zkoum�an��. T�ret�� v�yznamn�y n�ar�ust po�ctu publikac�� v t�eto oblasti lze po-

zorovat v souvislosti s rozvojem v�ypo�cetn�� techniky a simula�cn��ch metod.
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Pomoc�� po�c��ta�cov�e simulace lze modelovat i takov�e syst�emy, na nich�z kla-

sick�y analytick�y postup selh�av�a. V sou�casn�e dob�e jsou publikov�any i modely

vytvo�ren�e pomoc�� neuronov�ych s��t�� (viz [17]).

Matematick�e modely r�ustu bun�e�cn�ych populac�� jsou nej�cast�eji spojov�any

se dv�ema oblastmi: �s���ren��m rakovinn�ych bun�ek a s procesem tvorby krevn��ch

bun�ek v souvislosti se zkoum�an��m poruch tohoto procesu. Matematick�e

modelov�an�� v tomto sm�eru je �uzce spjato s v�yvojem znalost�� o bun�e�cn�ych

syst�emech a s mo�znostmi experimentov�an�� v dan�e oblasti.

M�uj p�r��sp�evek se zab�yv�a modelov�an��m procesu proliferace a diferenciace

kmenov�ych bun�ek. Existence kmenov�ych bun�ek byla dok�az�ana v po�c�atku

60. let �radou experiment�aln��ch prac�� Tilla a McCullocha, kdy byl tak�e

vytvo�ren (1964) jeden z prvn��ch stochastick�ych model�u proliferace a dife-

renciace kmenov�ych bun�ek. Tento model, formulovan�y jako proces zrodu

a z�aniku ve spojit�em �case, byl d�ale rozv��jen a zobec�nov�an. �Rada model�u

je zalo�zena na popisu pomoc�� v��cetypov�eho v�etv��c��ho se procesu (multitype

branching process) { jedn��m z prvn��ch byl model Korn�uv (1974). N�ekter�e

modely se zab�yvaj�� dynamikou syst�emu po jeho naru�sen�� (zpravidla oz�a�re-

n��m).

P�rehled v�yznamn�ych model�u

Till a Mc Culloch (1964) vytvo�rili prvn�� stochastick�y model prolifera-

ce a diferenciace bun�ek na z�aklad�e anal�yzy experiment�aln��ch dat, z��skan�ych

z jejich klasick�ych
"
spleen colony assay\ ([20], [21])

Vy�set�rovali detailn�e �cetnostn�� rozlo�zen�� CFC (colony forming cells). Zjis-

tili toti�z, �ze po�cet CFC se m�en�� kolem st�r. hodnoty s mnohem v�et�s��m

rozptylem, ne�z jak�y by odpov��dal pouh�e v�yb�erov�e chyb�e. Srovn�av�an��m

s r�uzn�ymi rozlo�zen��mi do�sli k z�av�eru, �ze nejbl���ze (z hlediska v�yznamnosti)

je gamma rozlo�zen��. Aby pochopili, jak toto rozlo�zen�� vznik�a, modelovali

mno�zen�� bun�ek jako proces zrodu a z�aniku, spojit�y v �case.

nC -
q
nD

6nC -
p

?nC -6
?nC

nC

-

-

nD

nD
C = Colony Forming Cell

D = Di�erentiated Cell

p+ q = 1

Zrozen�� je zde ch�ap�ano jako vytvo�ren�� dvou dal�s��ch rodi�covsk�ych CFC

z jedn�e CFC. Z�anik p�redstavuje ztr�atu schopnosti vytvo�ren�� dal�s��ch CFC

d��ky diferenciaci. Jin�a mo�znost nen�� (p+ q = 1).
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Explicitn�� �re�sen�� modelu zrodu a z�aniku obdr�zel ji�z Harris (1959) za

p�redpokladu, �ze doby mezi ud�alostmi jsou n�ahodn�e, nez�avisl�e a exponenci�al-

n�e rozlo�zen�e. Podle Harrisova �re�sen��, po�cet CFC m�a negativn�e binomick�e

rozlo�zen��, jeho�z limitn��m rozlo�zen��m je gamma. Gamma rozlo�zen�� lze tak�e

z��skat Monte Carlo simulac�� p�ri konstantn��ch �casech a volbou p= 0.6 a q=

0.4.

Vogel a spol. (1969) publikovali prvn�� zobecn�en�� Tillova modelu v sou-

vislosti s tvorbou erythroidn��ch koloni�� (�cerven�ych krvinek) ([22], [23]).

V tomto modelu se mohou kmenov�e bu�nky reprodukovat asymetricky
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C = Colony Forming Cell

D = Di�erentiated Cell

p+ q + r = 1

Vogel spo�c��tal st�r. hodnotu a rozptyl po�ctu CFC jako funkci po�ctu bun�ek

n. Na z�aklad�e experiment�aln��ch dat (from spleen colony assay) odhadl Vogel

pravd�epodobnost obnovy kmenov�ych bun�ek, t.j. parametr p= 0.61(1 � r).

Pro model se symetrick�ym d�elen��m (r=0, p=0.61) lze tyto hodnoty nal�ezt i

v pozd�ej�s�� literatu�re.

Korn a spol. (1973). Auto�ri si v�simli velk�e variability ve slo�zen�� spleen

colonies. Tak vznikl v��cetypov�y v�etv��c�� se proces (viz [5])

lS -
q

lE - EM

EM6
?lE - EM

EM
6

lS -
p

?lS -
r

6
?lG - GM

GM

lG - GM

GM

S = Stem Cell

E = Erythroid progenitor

EM = Mature Erythrocyte

G = Granulocyte progenitor

GM = Mature Granulocyte
p+ q + r = 1

Kinetika r�ustu pr�um�ern�e kolonie byla zkoum�ana za p�redpokladu �xn��ho

�casu mezi d�elen��m pro ka�zd�y typ bun�ek. Pro hodnotu p=0.61 (viz Vogel)

v�ysledky odpov��daj�� publikovan�ym experiment�aln��m v�ysledk�um.
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Nakahata a spol. (1982) v [8] identi�kovali v klon�aln��ch bun�e�cn�ych

kultur�ach nediferencovateln�e "blast" cell, o kter�ych se domn��vali, �ze jsou

mnohem primitivn�ej�s�� ne�z tzv. CFU-GEMM (granulocyte{erythrocyte{ma-

krophage{ megakaryocyte colony-forming unit). Aby tuto domn�enku otesto-

vali, zformulovali model podobn�y Tillovu.
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Pou�zit��m �xn��ho �casu, uk�azali, �ze tento model m�u�ze adekv�atn�e popsat

data z��skan�a ze 16ti denn��ho experimentu. Odhadnut�a hodnota p=0.589

odpov��d�a hodnot�e z��skan�e Vogelem.

Kurnit a spol. (1985) studovali in vitro r�ust erytroidn��ch koloni�� lidsk�e

periferi�aln�� krve (viz [6]). Erythroidn�� linii lze snadno detekovat vizu�aln�e,

nebot' v bu�nk�ach se objevuje hemoglobin. Kurnit a spol. se zam�e�rili na mo-

delov�an�� doby do prvn�� p�rem�eny a velikosti kolonie v tento �cas. Tak�e odvodili

fomuli pro v�ypo�cet velikosti kolonie v dob�e, kdy jsou p�rem�en�eny v�sechny

p�uvodn�� (kmenov�e) bu�nky a pravd�epodobnost, �ze v�sechny bu�nky v kolonii

budou p�rem�en�eny. Byly vytvo�reny dv�e verze modelu s pevnou dobou. Ob�e

dovoluj�� asymetrick�e d�elen��. Prvn�� verze p�redpokl�ad�a d�elen�� kmenov�ych

bun�ek a s prpst�� p vznikne erytroidn�� progenitor (p�redek, rodi�covsk�a bu�nka).

Ve druh�e verzi je obsa�zena mo�znost p�r��m�e p�rem�eny (bez d�elen��) kmenov�e

bu�nky v erytroidn�� progenitor s pravd�epodobnost�� p. Pou�zili rovnice z druh�e

verze pro odhad p a zjistili, �ze p�ri 27 experimentech hodnota p se pohybo-

vala mezi 0.4 a�z 0.63, p�ri�cem�z 7 odhad�u bylo men�s��ch ne�z 0.5. Kurnit a spol.

uk�azali, �ze hranice p < 0:5 je podm��nkou pro neomezen�y r�ust kolonie v tomto

modelu. P�redpov�ed�eli dva aspekty chov�an�� kolonie: 1. rozsah p�rem�en�en�e

�c�asti kolonie roste s klesaj��c��m p, 2. existuje velk�a variabilita ve velikosti

p�rem�en�en�e �c�asti kolonie p�ri r�uzn�ych hodnot�ach p.
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Pharr a spol. (1985) zjistili, �ze "mast cells" tvo�r�� v�yjimku z pravidla,

podle n�eho�z maturovan�e (vyzr�al�e) bu�nky ztr�acej�� schopnost mno�zen��. V [18]

vytvo�rili diskr�etn�� model na z�aklad�e studie "in vitro clonal assay". V n�em se

"mast cell" m�u�ze s prpst�� p rozd�elit na dv�e rodi�covsk�e bu�nky nebo s prpst��

q zem�r��t (zmizet) p�r��padn�e s prpst�� 1� p� q rozd�elit na dv�e d�ale ned�eliteln�e

bu�nky, z nich�z ka�zd�a op�et s prpst�� q zmiz�� nebo s prpst�� 1 � q neud�el�a

nic. Kolonie jsou iniciov�any jedinou rodi�covskou bu�nkou. Ka�zd�e kolonii

je p�ri�razen parametr p z dvouparametrick�eho rozlo�zen�� SB Johnsonova typu

(viz. [19]). Simulace Monte Carlo modelu s �xn��m �casem vedly k ur�cen��

pravd�epodobnosti q a parametr�u rozlo�zen�� pro u�r�cen�� p. Proto�ze model

zahrnuje i ned�eliteln�e bu�nky, modeluje (�usp�e�sn�e) situace, kdy rozlo�zen�� ve-

likosti kolonie m�a siln�y chvost �ci je dokonce bimod�aln��. Model tak�e ukazuje,

�ze relativn�� po�cet rodi�covsk�ych bun�ek je v�et�s�� ve velk�ych koloni��ch. To bylo

otestov�ano i experiment�aln�e.
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P = Proliferating Cell

N = Non-proliferating Cell

D = Cell Disappearance

Nedelman a spol. (1987) popisuj�� ve sv�e pr�aci [14] mnohem obecn�ej�s��

model mno�zen�� bun�ek. Uva�zuje t�ri typy bun�ek - inicializa�cn�� (kmenovou),

rodi�covsk�e a bu�nky d�ale se ned�el��c�� (zral�e, maturovan�e). Krom�e toho uva�zuje

i z�anik bun�ek. Rodi�covsk�e a kmenov�e bu�nky maj�� stejnou prpst d�elen��, ale

v p�r��pad�e kmenov�ych bu�nek je p�redpokl�ad�an n�ahodn�y �cas do jejich rozd�elen��.

Na konci ka�zd�eho bun�e�cn�eho cyklu se p�redpokl�ad�a, �ze kmenov�a �ci rodi�covsk�a

bu�nka vyprodukuje dva potomky, z nich�z je 0, 1 nebo 2 rodi�covsk�e bu�nky

a zb�yvaj��c�� je d�ale ned�eliteln�a (zral�a) bu�nka. D�ale je zde p�redpoklad, �ze

ned�eliteln�a bu�nka se m�u�ze po jist�em (n�ahodn�em) �case p�rem�enit v d�elitelnou

bu�nku a d�ale se d�elit. Doba �zivota bun�ek a doba do jejich d�elen�� jsou

uva�zov�any jako n�ahodn�e s r�uzn�ymi rozlo�zen��mi pravd�epodobnosti. Model

byl srovn�av�an s experiment�aln��mi daty a odtud byly odvozeny hodnoty pa-

rametr�u. Uk�azalo se, �ze hodnota parametru p00 (z�anik bu�nky) je zaned-

bateln�a. D�ale, ned�el��c�� se bu�nky se objevily s malou �cetnost�� a z�r��dka kdy

se p�rem�enily v d�eliteln�e po dobu experimentu. Rozlo�zen�� rozsahu kolonie

nebylo bimod�aln��, ale v�yskyt nesymetrick�eho d�elen�� byl velmi �cast�y, co�z je

indikov�ano parametrem p11 = 0:45.
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Macken a spol. (1988) studovali v [7] t�r��-typov�y v�etv��c�� se proces:

S { M { E (stem { makrophage { end)

Hledali limitn�� chov�an�� v p�r��pad�e superkritick�eho procesu (ps > 0:5 {

neomezen�y r�ust kolonie).
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Probl�em je s ov�e�ren��m pomoc�� experiment�u in vitro. Zde jsou jist�a

omezen��: nelze pozorovat neomezen�y r�ust, nebot' po ur�cit�e dob�e se desti�cka

s koloniemi zapln�� a poru�s�� se podm��nky pro mno�zen��.

Jednou z aplikac�� tohoto modelu m�u�ze b�yt model L { D { E (leukemic {

di�erentiated { end).
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Popis modelu

P�redpokl�adejme �ze bu�nky ve sv�em v�yvoji proch�azej�� �radou r�uzn�ych v�y-

vojov�ych st�adi��. Bu�nky v r�uzn�ych st�adi��ch se budou li�sit sv�ymi vlastnostmi.

Ozna�cme mno�zinu st�adi�� F = fU1;U2; : : : ; NE6g. Po�cet st�adi�� v mode-

lu je d�an rozli�sitelnost�� modelu a m�u�ze b�yt r�uzn�y, nicm�en�e kone�cn�y. P�ri

n�avrhu modelu jsme vych�azeli ze z�akladn��ho sch�ematu proliferace a diferen-

ciace bun�ek v hemopoetick�ych v�etv��ch, kter�y byl pops�an v [15] a [13]:
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e-���
U10

e--
U11

e���*���

U12

e������MG1
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Stav jednotliv�e bu�nky C v syst�emu v �case t budeme popisovat jako dvojici

(fC ; aC), kde

{ f
C
2 F je moment�aln�� st�adium, ve kter�em se bu�nka C nach�az��,

{ a
C = 0; 1; : : : je doba, kterou bu�nka C ji�z str�avila ve st�adiu f

C . Tuto

dobu budeme d�ale naz�yvat st�a�r�� nebo v�ek bu�nky C.

D�ale necht' P (i; j; a) je pravd�epodobnost p�rechodu bu�nky ve v�eku a ze

st�adia i do st�adia j. P (i; j; a) reprezentuje podm��n�enou pravd�epodobnost, �ze

nov�e vznikl�a bu�nka (ve v�eku 0) bude ve st�adiu j , zat��mco rodi�covsk�a bu�nka

byla ve st�adiu i ve v�eku a. Ka�zd�a bu�nka C v syst�emu m�u�ze b�yt v jedin�y

okam�zik pouze v jedin�em st�adiu f
C .



39

Posloupnost st�adi�� F = ff1; f2; : : : ; fkg takov�a, �ze pro v�sechna j 2 f1; 2;

: : : ; kg pro n�ejak�e a plat�� P (fj�1; fj ; a) > 0, tvo�r�� hemopoetickou cestu F

(viz [Necas & Novak]). Ka�zd�a bu�nka C v modelu m�a svoji historii FC ,

to jest v�yvojovou cestu F
C takovou, �ze posloupnost rodi�c�u bu�nky C pro�sla

postupn�e v�semi st�adii na t�eto cest�e. Pro ka�zdou bu�nku plat��, �ze jej�� v�yvojov�a

cesta m�a po�c�atek ve st�adiu U1. Tud���z jak�akoliv bu�nka C v syst�emu m�a sv�eho

U1{rodi�ce.

D�ale budeme ozna�covat symbolem sfa(t) po�cet bun�ek ve v�eku a, kter�e se

nach�azej�� v �case t ve st�adiu f . Potom rozsah bun�e�cn�e populace ve st�adiu f

bude mo�zno vyj�ad�rit vztahem nf (t) =
P
1

a=1 sfa(t) a celkov�y rozsah bun�e�cn�e

populace v syst�emu bude vyj�ad�ren vztahem N(t) =
P
F

P
1

a=1 sfa(t) =P
F
nf (t). P�ri tomto zna�cen�� bude nap�r��klad sU10(t) rovno po�ctu bun�ek

vstupuj��c��ch do syst�emu.

Popi�sme nyn�� funkci uva�zovan�eho modelu (obecn�e ve spojit�em �case).

V �casov�em intervalu [t; t + �) m�a bu�nka C, kter�a je v �case t ve stavu (f; a)

n�asleduj��c�� mo�znosti:

� setrv�an�� bu�nky ve st�adiu; nedojde ke kvalitativn�� zm�en�e, tj. nebude

vyprodukov�ana �z�adn�a nov�a bu�nka a st�a�r�� bu�nky ve st�adiu f se zv�y�s��

o 1. Stav bu�nky C tedy p�rejde do stavu (f; a + �). Po�cet bun�ek ve

st�adiu f ani v syst�emu se t��m nezm�en��.

� sebeobnova; bu�nka C se rozd�el�� do dvou nov�ych bun�ek se stejn�ymi

vlastnostmi, to znamen�a ve stejn�em st�adiu v�yvoje. Tyto nov�e bu�nky

budou ve stavu (f; �), kde � 2 (0; �). Po�cet nf vzroste o 1.

� diferenciace; d�elen��m bu�nky C vzniknou dv�e nov�e bu�nky. Jedna z nich

z�ustane ve st�adiu f ve stavu (f; �); � 2 (0; �) a druh�a p�rejde do stavu

(g; �) (s nov�ymi vlastnostmi). Po�cet nf se nezm�en�� a ng vzroste o 1.

� zr�an�� d�elen��m; d�elen��m p�uvodn�� (rodi�covsk�e) bu�nky vzniknou dv�e bu�n-

ky, ob�e v nov�e kvalit�e ve stavech (g; �); � 2 (0; �). V tomto p�r��pad�e

rozsah populace ve st�adiu f klesne o 1 a rozsah populace ve st�adiu g

vzroste o 2 bu�nky.

� zr�an�� p�rem�enou; p�uvodn�� bu�nka se p�rem�en�� v jinou bu�nku nov�e kvality,

to jest ve stavu (g; �); � 2 (0; �). Celkov�y po�cet bun�ek v syst�emu se

t��m nezm�en��, pouze klesne nf a vzroste ng.

� z�anik; vlastnosti bu�nky se zm�en�� takov�ym zp�usobem, �ze ji lze z hlediska

funkce syst�emu pova�zovat za mrtvou (bu�nka ztrat�� schopnost dal�s��ho

d�elen�� �ci p�rem�eny). Form�aln�e lze tento p�r��pad pova�zovat za jedno

z mo�zn�ych st�adi�� a stav zanikl�e bu�nky ozna�c��me (0; 0). V tomto p�r��pad�e

budeme p�redpokl�adat �ze celkov�y rozsah populace bun�ek se zmen�s�� o 1.
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Gra�cky jsou tyto mo�znosti p�rechodu stavu bu�nky v �casov�em intervalu

(t; t+ �) zn�azorn�eny na n�asleduj��c��m obr�azku.

�
�
�
�f; a

-
�
�

�
�f; a+ �

�
�
����

�
�
�0; 0

XXXXXXXXXXX��:
@@R

�
�
�
�g; ��

�
�
�g; �

HHHHHHHHHHHj�
�
�
�g; �

@
@
@
@
@
@HHjAAU

�
�
�
�g; ��

�
�
�f; �

C
C
C
C
CC
@@R��/�

�
�
�f; �

�
�
�
�f; �

P�redpoklady modelu

1) Diskr�etn�� �cas. P�ri konstrukci na�seho modelu uva�zujme proces bun�e�cn�e

proliferace a diferenciace prob��haj��c�� v diskr�etn��m �case. To znamen�a, �ze si

stanov��me �casovou jednotku � a budeme p�redpokl�adat, �ze v�sechny zm�eny

v modelu budou nast�avat pouze v �casov�ych okam�zic��ch k�; k = 0; 1; 2; : : :.
�Casov�a prom�enn�a t v modelu bude potom nab�yvat pouze hodnot k = 0; 1; 2;

: : :. Vzhledem k informaci, kterou m�ame o tomto procesu k dispozici a

k mo�znosti volby libovoln�e mal�eho � z�rejm�e nen�� tento p�redpoklad omezuj��c��.

V�ek bu�nky v ur�cit�em stadiu v�yvoje je m�e�ren od okam�ziku vstupu bu�nky

do tohoto st�adia (po d�elen�� �ci diferenciaci). V ka�zd�em �casov�em �useku (t; t+

1); t = 0; 1; 2; : : : budeme p�redpokl�adat, �ze bu�nka ve v�eku i m�a pouze jednu

z n�asleduj��c��ch mo�znost��:

1. bu�nka se nezm�en�� { z�ustane ve stejn�em st�adiu, pouze zest�arne o jednu

�casovou jednotku; jej�� v�ek vzroste z i na i+ 1

2. bu�nka p�rejde do jin�eho st�adia diferenciac��

3. bu�nka se rozd�el�� { vzniknou dv�e nov�e bu�nky ve stejn�em �ci nov�em st�adiu

4. bu�nka se p�rem�en�� { vznikne nov�a bu�nka v jin�em st�adiu

5. bu�nka zanikne { zem�re;

Z tohoto p�redpokladu plynou dv�e z�akladn�� vlastnosti modelu:

{ po d�elen��, diferenciaci �ci p�rem�en�e je v�ek bu�nky v�zdy roven 0,



{ bu�nky star�s�� ne�z 0 mohou vzniknout jen st�arnut��m.

2) Pravd�epodobnosti p�rechodu mezi jednotliv�ymi stavy bu�nky z�avis�� na

jej��m stavu i n�asleduj��c��m zp�usobem:

Za p�redpokladu �ze bu�nka je ve stavu (k; i), ozna�cme podm��n�en�e pravd�e-

podobnosti zm�eny bu�nky v n�asleduj��c��m �casov�em �useku d�elky 1 takto:

c
1
ki = pravd�epodobnost �ze se bu�nka nezm�en��,

c
2
ki = pravd�epodobnost �ze bu�nka p�rejde do jin�eho st�adia diferenciac��,

c
3
ki = pravd�epodobnost �ze se bu�nka rozd�el��,

c
4
ki = pravd�epodobnost �ze se bu�nka p�rem�en��,

i = 0; 1; : : :. Pravd�epodobnost �ze bu�nka zanikne potom bude rovna

c

5
ki = 1� c

1
ki � c

2
ki � c

3
ki � c

4
ki:

Necht' f je po�cet v�sech uva�zovan�ych st�adi�� v modelu. Ozna�cme P = fpklg

matici pravd�epodobnost�� p�rechodu libovoln�e bu�nky ze stadia k do stadia

l. Matice P je typu (f � f).Pro tyto pravd�epodobnosti nebudeme d�ale

p�redpokl�adat z�avislost na st�a�r�� bu�nky v dan�em st�adiu. P je stochastick�a

matice, tzn. �ze pro ka�zd�e k mus�� platit
Pf

l=1 pkl = 1.

Podm��n�en�a pravd�epodobnost jevu, �ze se bu�nka kter�a je ve stavu (k; i)

v n�asleduj��c��m kroku (�casov�em �useku d�elky 1) rozd�el�� na dv�e bu�nky ve stavech

(l; 0), bude rovna c
3
kipkl.

3) Pravd�epodobnosti p�rechodu mezi stavy syst�emu nez�avis�� na po�ctu

bun�ek v jednotliv�ych st�adi��ch.

Z v�y�se uveden�ych p�redpoklad�u plyne p�redpoklad nez�avislosti pravd�epo-

dobnost�� p�rechodu na d�elce fungov�an�� syst�emu { na syst�emov�em �case. Tyto

pravd�epodobnosti z�avis�� pouze na moment�aln��m stavu bu�nky v syst�emu.

Uveden�a vlastnost je tzv. markovskou vlastnost�� a tedy syst�em budeme {

alespo�n v po�c�ate�cn��m st�adiu jeho tvorby { pova�zovat za markovsk�y.

4) Omezen�e st�a�r�� bun�ek. Pro jednoduchost { a z�rejm�e bez �ujmy na obec-

nosti { p�redpokl�ad�ame, �ze existuje �c��slo d takov�e, �ze �z�adn�a bu�nka v syst�emu

nem�u�ze b�yt star�s�� ne�z d �casov�ych jednotek. Stanoven�� hodnoty d souvis��

s velikost�� �casov�e jednotky � a bude stanoveno.
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V�ypo�cet linky v ust�alen�em stavu.

Stav syst�emu budeme popisovat stavovou matic�� S(t) typu (f � (d+ 1)),

kde d je maxim�aln�� v�ek bu�nky v syst�emu, f je po�cet st�adi�� (typ�u bu�nky) a

t je diskr�etn�e m�e�ren�y �cas. Prvky t�eto matice jsou n�ahodn�e veli�ciny Ski(t),

jejich�z hodnota ski(t) potom ozna�cuje po�cet bun�ek, kter�e jsou v �case t ve

stadiu k a v�eku i. Pod��vejme se nyn�� podrobn�eji na prvky matice S(t).

Po�cet bun�ek ve st�adiu k a ve st�a�r�� i v �case t tvo�r�� bodov�y n�ahodn�y

proces fSki(t); t � 0g. V �casov�em intervalu (t; t + 1) m�a ka�zd�a z t�echto

bun�ek mo�znost p�rej��t do stavu (l; 0) bud' jako jedna nov�a bu�nka diferenciac��

s pravd�epodobnost�� c2kipkl nebo p�rem�enou s pravd�epodobnost�� c4ki, p�r��padn�e

d�elen��m jako dv�e nov�e bu�nky s pravd�epodobnost�� c3kipkl.

P�redpokl�adejme, �ze v �case t ve st�adiu k a st�a�r�� i je celkem ski bun�ek.

Ozna�cme

1. S1ki po�cet bun�ek, kter�e v �casov�em intervalu (t; t + �) zest�arnou o �,

nicm�en�e z�ustanou ve st�adiu k (kvalitativn�e se nezm�en��),

2. S2ki po�cet bun�ek, kter�e v �casov�em intervalu (t; t+ �) p�rejdou do jin�eho

st�adia l (nerozd�el�� se, pouze projdou kvalitativn�� p�rem�enou),

3. S3ki po�cet bun�ek, kter�e se v �casov�em intervalu (t; t+�) rozd�el�� a p�rejdou

do jin�eho st�adia l (vzniknou z nich dv�e bu�nky nov�e kvality),

4. S4ki po�cet bun�ek, kter�e se v �casov�em intervalu (t; t + �) rozd�el�� a dife-

rencuj�� se tak, �ze jedna z nich p�rejde do jin�eho st�adia l a druh�a z�ustane

ve st�adiu k (ve st�a�r�� 0),

5. S5ki po�cet bun�ek, kter�e v �casov�em intervalu (t; t+�) zaniknou (vystoup��

ze syst�emu bud' tak, �ze
"
zem�rou\ nebo

"
dozraj��\, tzn. �ze ukon�c�� sv�uj

v�yvoj v r�amci syst�emu).

Potom vektor Ski= (S1ki(t); S
2
ki(t); S

3
ki(t); S

4
ki(t); S

5
ki(t)) se �r��d�� multinomic-

k�ym rozlo�zen��m pravd�epodobnosti, tedy

P (S1ki � s

1
ki; S

2
ki � s

2
ki; S

3
ki � s

3
ki; S

4
ki � s

4
ki; S

5
ki � s

5
ki) =

ski!

s
1
ki!s

2
ki!s

3
ki!s

4
ki!s

5
ki!

(c1ki)
s1
ki (c2ki)

s2
ki(c3ki)

s3
ki(c4ki)

s4
ki(c5ki)

s5
ki
;

p�ri�cem�z mus�� platit s
1
ki + s

2
ki + s

3
ki + s

4
ki + s

5
ki = ski, k = 0; 1; : : : ; f , i =

0; 1; : : : ; d, kde f je celkov�y po�cet st�adi�� a d je maxim�aln�� st�a�r�� bun�ek. Vektor

st�redn��ch hodnot je E(Ski) = ski(c
1
ki; c

2
ki; c

3
ki; c

4
ki; c

5
ki).
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Speci�aln�e, m�a-li syst�em v �case t ve st�adiu k a st�a�r�� i pr�av�e ski bun�ek,

potom do st�a�r�� i+ 1 p�rejde v n�asleduj��c��m okam�ziku t+ � celkem s
1
ki bun�ek

s binomickou pravd�epodobnost��

P (S1ki � s

1
ki) =

�
ski

ski1

�
(c1ki)

s1
ki(1� c

1
ki)

ski�ski1

a se st�redn�� hodnotou E(S1ki) = c
1
kiski.

St�redn�� po�cet bun�ek ve stavu (l; 0) vznikl�ych z bun�ek ve stavu (k; i) tedy

bude roven (c2ki+2c
3
ki+c

4
ki)pkl. Setrvat ve st�adiu k m�u�ze bu�nka bud' st�arnut��m

s pravd�epodobnost�� c1ki, diferenciac�� s pravd�epodobnost�� c
2
kipkk nebo d�elen��m

jako dv�e nov�e bu�nky s pravd�epodobnost�� c3kipkk .

Uva�zujme nyn�� z�avislost na �case. Proto�ze do stavu (k; i + 1; t + �) se

bu�nka nem�u�ze dostat jinak, ne�z ze stavu (k; i; t) zest�arnut��m, plat��

E(Sk;i+1(t+ �)) = c

1
kiE(Ski(t)); t � 0; � � 0;

co�z za p�redpokladu diskr�etn��ho �casu t = 1; 2; : : : lze ps�at ve tvaru

E(Sk;i+1(t+1)) = c

1
kiE(Ski(t)); t = 0; 1; : : : ; k = 1; : : : f; i = 0; : : : d� 1:

Vzhledem k p�redpokladu kone�cn�eho st�a�r�� p�redpokl�ad�ame �ze c
1
k;d = 0 pro

v�sechna k.

Postupn�ym v�ypo�ctem potom dostaneme

E(Sk;i(t)) = �i�1
j=0c

1
kjE(Sk0(t�i)); t = i; i+1; : : : ; k = 1; : : : f; i = 1; : : : d:

Ozna�cme dkiE(Sk0(t� i)) = �i�1
j=0c

1
kj .

Je-li syst�em ve stavu S(t) = (S00(t); S01(t); : : : ; S0d(t); S10(t); S11(t); : : : ;

Sfd(t)) v �case t , potom ve st�adiu k v �case t lze o�cek�avat

ESk0(t+ 1) =

fX
l=0

plk

dX
j=0

(c2lj + 2c3lj)ESlj(t) +
X
l6=k

plk

dX
j=0

c

4
ljESlj(t) +

+

dX
j=0

c

4
kjESkj(t) =

=

fX
l=0

plk

dX
j=0

(c2lj + 2c3lj)dljESl0(t� j)

+
X
l6=k

plk

dX
j=0

c

4
ljdljESl0(t� j) +

+

dX
j=0

c

4
kjdkjESk0(t� j) k = 1; : : : ; f; t = 0; : : :
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P�redpokl�adejme, �ze syst�em se po ur�cit�e dob�e dostane do ust�alen�eho stavu,

neboli stav S(t) = (S00(t); S01(t); : : : ; S0d(t); S10(t); S11(t); : : : ; Sfd(t)) se

nebude m�enit v �case. Za tohoto p�redpokladu bude pro ust�alen�y stavov�y

vektor S= (S00; S01; : : : ; S0d; S10; S11; : : : ; Sfd) platit soustava homogenn��ch

algebraick�ych rovnic

Sk0 =

fX
l=0

plkSl0

dX
j=0

(c2lj + 2c3lj)dlj +
X
l 6=k

plkSl0

dX
j=0

c

4
ljdlj +

+ Sk0

dX
j=0

c

4
kjdkj k = 1; : : : ; f; t = 0; : : :

co�z po �uprav�e lze vyj�ad�rit v maticov�em tvaru

AS0 = 0;

kde �ctvercov�a matice A typu f � f bude m��t prvky

akl = plk

dX
j=0

(c2lj + 2c3lj + c

4
lj)dlj ; k 6= l;

akk = pkk

dX
j=0

(c2lj + 2c3lj)� 1 +

dX
j=0

c

4
kjdkj ; k = 0; : : : ; f

Proto�ze je syst�em kone�cn�y, bude za p�redpokladu homogenity v ka�zd�em

�case v syst�emu stejn�y po�cet bun�ek - �rekn�em�e S - a tedy mus�� platit podm��nka

fX
k=0

dX
j=0

Skj =

fX
k=0

Sk0

dX
j=0

dkj = S:

Z ka�zd�eho st�adia k, v n�em�z je v �case t�1 pr�av�e Skj bun�ek ve st�a�r�� j vznikne

za jednotku �casu Skj(t� 1)(c1kj + c
2
kj +2(c3kj + c

4
kj)) bun�ek a p�uvodn�� bu�nky

zaniknou. Tak dost�av�ame rovnici rovnov�ahy

fX
k=0

dX
j=0

Skj =

fX
k=0

dX
j=0

Skj(c
1
kj + c

2
kj + 2(c3kj + c

4
kj) = S

kter�a po �uprav�e vede k soustav�e rovnic

fX
k=0

Sk0

dX
j=0

dkj =

fX
k=0

Sk0

dX
j=0

(c1kj + c

2
kj + 2(c3kj + c

4
kj)dkj



5

Odtud a z tvaru prvk�u matice A plyne singularita A a tud���z nekone�cn�e

mnoho �re�sen�� soustavy AS0 = 0. Z t�echto �re�sen�� vybereme to, kter�e odpo-

v��d�a vstupn�� podmince S00 = �.

Po�cet bun�ek, kter�e v �case t zem�rou lze vyj�ad�rit vztahem

ESd(t) =

fX
k=0

dX
j=0

c

5
kjSkj(t);

resp.

Sd =
Pf

k=0

Pd

j=0 c
5
kjSkj =

Pf

k=0 Sk0

Pd

j=0 c
5
kjdkj = S0D.

Simulace.

Pro po�c��ta�covou simulaci uveden�eho modelu lze pou�z��t �radu programo-

v�ych prost�redk�u a metod . V na�sem p�r��pad�e jsme se rozhodli pro speci�aln��

program, poskytuj��c�� u�zivatelsky p�r��jemn�e zad�av�an�� vstupn��ch parametr�u a

modi�kaci vlastn��ho modelovan�eho sch�ematu vizu�aln��mi prost�redky. Z do-

stupn�ych programov�ych syst�em�u p�rich�azel do �uvahy syst�em MATLAB s jeho

simula�cn�� nadstavbou SIMULINK, pou�z��van�y p�redev�s��m p�ri modelov�an�� tech-

nick�ych syst�em�u . Tento syst�em je v�sak pro na�se pot�reby p�r��li�s slo�zit�y a nevy-

hovuje zcela na�sim po�zadavk�um na snadnou manipulaci a uchov�av�an�� pra-

covn��ch parametr�u, modi�kaci v�ypo�cetn��ch algoritm�u a dal�s�� funkce. Proto

jsme dali p�rednost tvorb�e samostatn�eho programu v prost�red�� jazyka Borland

DELPHI, kter�y umo�z�nuje

� vizu�aln��m zp�usobem (na obrazovce pomoc�� my�si) de�novat strukturu

modelu, tj. jednotliv�e uzly (st�adia) a jejich spojen��

� zad�avat a uchov�avat parametry modelu ve form�e datab�azov�eho souboru

� v�ysledky simulace ukl�adat op�et do datab�azov�eho souboru

� gra�cky prezentovat v�ysledky simulace a sledovat je na obrazovce mon-

itoru

�Upravou mal�e �c�asti k�odu programu lze p�rizp�usobit funkci programu no-

v�ym metod�am, kter�e bude v budoucnosti pot�reba implementovat.
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