" Eficientni odhady a kompenzator
zobecnéného bodového procesu

Petr Lachout.

1 Konstrukce eficientnich odhadi

Pfi odhadovani parametru zvoleného modelu je tfeba umét nalézt odhad,
ktery nejlépe vvhovuje dané situaci. Jednim z kritérii porovnavajici ruzné
odhady je jejich eficience. To znamena, Ze mame zadanu tfidu vhodnych
odhadl a hledime mezi nimi ten, kter¢ ma nejmensi asymptoticky rozptyl.
“Eficientni odhad zaruéuje, Ze informace obsaZend v datech bude vyuzita, co
nejhospodarnéji. Otazkou je v3ak, jak takové odhady ziskivat. Jednim z
moznych postupu pro vyhledavani eficientnich odhadu je metodika vyvinutd
v Coxové regresnim modelu a zobecnéna v ¢lanku Greenwood & Wefelmeyer
(1992). Tato metoda je zaloZena na spravné volbé empirického procesu, tak
aby kompenzator souvisel piimo s odhadovanym parametrem. Tento postup
vychdzi z nasledujici situace.

Predpoklady: Pozorujeme zobecnény bodovy proces (17, X;), (T3, X3), ... ,
- kde T; je rostouci posloupnost nahodnych €asd. T;—=2— + 00 a X; € E jsou
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naméfené hodnoty (také ndhodné) v téchto éasech.

Zobecnény bodovy proces urcuje dva systémy o-algeber

Fe= U(TJI[TJ < t]a‘YJ'I[T} < t]:j =1,2.3.... ) pro 20, (1)
Gi = o(T;, X;.j = 1.2.....i) pro i € N. 2)

Pravdépodobnostni rozdéleni zobecnéného bodového procesu (T;, X;),i € NV
budeme oznaéovat P.

Zobecnéné bodové procesy studoval Jacod(1973) a dalsi pouzit{ Ize nalézt
v knize Jacod & Shirvaev(1987). Zejména je dilezity fakt, ze umime vy-
pocist kompenzator tohoto procesu. Toho vyuziva Greenwood & Wefelmever



( 199") odvozeni obecné metody pro hledani eficientnich odhadd. Popxsme
v kratkosti jejich postup.

Uvazujeme nékterou charakteristiku zobecneneho bodového procesu. Tato
charakteristika je vyjadiena danou predikovatelnou funkei g(w,t, z); t.j. jeji
hodnota zavisi pouze na minulosti do Zasu t. Pozorujeme tedy empiricky
proces Xeg = Yoo o(Ti, X)MT; < t]prot > 0. Podle Jacod & Shiryaev
muzeme vypocist kompenzator Qtg nasledovne.

Nejprve napoéteme procesy ‘v, ‘g, tak Ze

o0 = E[I[T; 2 t)/Giwa), *teg = E[g(Ti X)[T: € 1)/Gim] 5. (3)
a proces i, je spojity zleva a proces ‘4,g spojity zprava. Potom kompenzator
pro -ty séitanec je

J —d'hg , 4
Qg = /:n-l.:r.ml o g (4)

kde integral je Lebesgue—StleltJesuv integral pro kazdé w € € zvlist. Kom-
penzator celého procesu X,g pak ma tvar

Q=Y 'Qg. - ®)
' S 3]

Metoda pro hledini eficientnich odhadi navrzend v élanku Greenwood &
Wefelmeyer vypada takto. Je dana mnozina H omezenych predikovatelnych
funkei h(w,t,z) a posloupnost ¢isel ry >0, r, — +00 tak, Ze je splnéno:

(1) MnozZina H tvoii linedrni prostor.

(ii) Pro kazdé h € H,e >0 je

OO

FOI > ) E 0.
(i) Pro ka2dé h, } € H lze pet
Q“(hh) (h? i") '



kde (k, &) jsou vhodna reilni &isla.
Pro h € H definujeme de_fekt d(h), jako hmitu

"Z )3 (A‘tb,h)’. : A —

-—+m
" =1 ocip,

kde Af (3) = f(s) — f(s—) pro zprava Squitou funkei f, a polozme
V(R) = (h,h) — d(R) . | (

~ Hodnota V (k) je vidy nezaporna; viz. Lachout (1993).
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Oznaéme si jesté jako Hy mnozinu viech funkei A € H s vlastnosti, Ze pro

dostatecné velkd n existuje pravdépodobnostni mira P™ uréend nasledujici
vlastnosti. Kdyz se nahodna. posloupnost (TT*, X"") tidi rozdélenim P™*,
pak proces XM*tg = Y00 g(TM*, XM)[T; < t] ma za kompenzdtor presné
proces Q:(g + --gh) pro kazdou omezenou predikovatelnou funkei g(w, t, ).
Poznamenejme, Ze mira P™ je podminkou uréena ]ednozna.cné Mnozinu Hy
- nazyvame mnozinou lokalni zmény parametru.
) Nasim ikolem je nalézt eficientni odhad pro kvantitu r;2Q,f kde f je
zadand funkce z mnoZiny H s V(f) > 0. Jako odhad pouzivime funkcional
Sy zavisejici pouze na datech naméfenych do ¢asu n, t.j. pfedpokladame jej
ve tvaru Sph = S R(TUIT: < n), GI[T; < n},i € N). Dale uvazujeme, Ze
jde o "rozumny” odhad. Predpokladame, Ze je regularm pro odhadovanou
kvantitu r 20,. f, coz znamena, ze

(S - ZQuT 4 oh) e 0

pro kazdé h € Hy, pticemz L na h nezavisi a S™Mg = S,g((TT*, X),i € N¥);
kde nihodné posloupnost (T**, X**) se fidi rozdélenim P™. De facto jde o
to, aby odhad byl schopen sledova.t predepsanou lokalm zménu odhadovaného
- parametru.

- Greenwood & Wefelmever ukazuji, ze v pfipadé, kdy zobecnény bodovy
proces nemd Zadny pevny skok nebo naopak T; = i pro viechna i ziroven,
pak odhad S.g = r7? "2 o(Ti X)I[T; < ] je eficientni ve tfidé vsech



regularnich odhadi. To znamena, Ze ma nejmensi asymptoticky rozptyl ze
- vSech regulirnich odhadu. Navic plati, Ze

D -
n 400

ra(5af = 5Quf) N, V(1)) )

7d4 se, ze stejny vysledek bude platit obecnéji. Funkce A € H by mohli
byt uvaZovany i neomezené, ale s koneénym &tvrtym momentem. Na funkci
f € H bychom navic jesté kladli podminku existence koneéného defektu d(k);
t.j. Ze limita v {6) existuje koneénd. Zatim v3ak jde pouze o hypotézu, ktera
jeité nebyla dokazana.

2 Priklady pouziti

-V této kapitole se zaméfime na piedvedeni teoretického odvozovactho pos-
tupu v néktervch konkrétnich piipadech.

2.1- Nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliciny
Zainéme nejjednodussim pfipadem, a to nezavislymi stejné rozdélenymi nahod-
nymi veli¢inami. To znamena, ze T; = i 2 X;, X3, X3, .... jsou nezavislé stejné
rozdélené n.v. se spoleénou distribuéni funkei F'. Volime r, = /n a mnoZinu
H tak, ze h € H je reprezentovino omezenou méfitelnou nendhodnou funkei
h ve smyslu h(w,t,z) = h(z).

-~ Pak okamzité zjistime, ze

1 |
Xeh =Y R(X;) g =Tt <], ik = ERQXOI £ 4],

i=l

‘Qeh = ER(X)I[t 2 i) a Quh = [)ER(X) .
Diéle . |
e Mnozina H je linedrni prostor.

e Vezméme h € H . ¢ > 0 a potitejme

~Qu(* I > ev/Al) = E [AOOMIIAX)| > evl] <



S < \/—E'Ih(X ) —

o Vezméme h,g € H a poviimnéme si, Ze

~Qu(hg) = ER(X)3(X) ¥ (h.g) .

| . o
o Navic jeste Aiy,h = ER(X)I[t = i] a tak d(h) = (Eh(X)) ,
- . 2 -
V(k) = ER(X)? - (Eh(X)) = var h(X) .

Oveérili jsme teoretické piedpoklady a tak muZeme pouiit vysledku z
prace Greenwood & Wefelmeyer. Vezmeme-li omezenou méfitelnou funkci
f, var f(X) > 0 pak odhad S, = n~! oy J(Xi) je eficientni odhad pro
stfedni hodnotu £ f(X) a plati

Va($.~E £(x)) N(0, var f(X)) .

Sn Je eficientni mezi viemi odhady regularnimi pro E f(X), t.j. mezi viemi
odhady S,(z1,...,2,) s vlastnosti, Ze pro kaZdou omezenou méfitelnou funkci
g, £g(X) =0 plati

?

71 == e OO

\/E(sn(xrf'. X2%) = EFCX)1 + 720(0)))

piicemz X7, \ 9 jsou opét nezav:sle stejné rozdélené, ale jejich rozdéleni
je zmeénéno

Fro(z) = / s fg(zndm).

2.2 Markovske retezce

Nyni uvazujme nerozloZitelny Markovsky fetézec s kone¢nou mnozinou stavu
I a pravdépodobnostmi prechodu p(z,y). Takovyto fetézec ma vidy jednoz-
nacné urcene stacionarni rozdéleni; oznaéme jej #. Sledovany proces je pak
Ti=:ia Xo, X1, Xo, ... je nds Markovsky fetézec. Volime r, = \/n a mnozinu



H tak, ze h € H je reprezentovino nendhodnou funkei b : I x I — R ve
smyslu A(w,?,z) = h(X;_;,z) pokud i — 1 <t<i.
Pak pro 4 € H zjisfujeme, ze
- 1] _
Xh Zh(X‘—hA) :‘lgt:I[tSi]’

=l

id’th = Z‘L(Xi-lsy)}’(‘ t=1y y)I{‘ < t] ’

‘Q h Z h(Al—la l-l? I[i < t]

vel
()

z Z h(X -1 Y P(—Xl--lv y)

. i=1 yel
Dale |
e MnoZina H je linedrni prostor.

¢ Vezméme h € H , € > 0 a poéitejme

Lountn> eva) <—-Q,.(|h|’)-

nn
= L S Koo 9P Xicr3) <
izl yel
< ---—-W

o=l X

s Vezméme h,g E Ha povéimnéme si, Ze

%Qn(hg) Zzh (Ximts ¥)9(Xich, ¥)p(Xic1y ) "'"'2—""'

Nt e OO
t.-l vel

S bz, )iz v)pla)7(2) = Exph(¥o, ¥)i(Yo, 1) E (B,9)
z.pel _



e Navic jesté A'!/)gh Zye, h( Xic1, 1)p(Xiar, p)I[t = 1] a tak

2
_Z (Zh =12 y)p(xl-—h )) T_:.'_:E;"

=1 \y€l

> (E ﬁ(z,v)ﬂx-y)) =(z) = E.(E,[h(Ye, 1)/ Yo])* ¥ d(h)

rel \yel

V(’!)=Z(Zhvy = (> h(z,y)plz, y))) x(z) =

zel \yel yel
= Eqvar ph(Yo, Y1)/ Ya] -

Predpoklady teoretického vysledku jsou splnény a tak podle né) dostaneme.
Vezmeme-li funkci f : I x I — R, Evar,[f(Yo,Y1)/Yo] > 0 pak odhad
Sn=n"t Y0 f(Xic, X3) e eﬁc1entm odhad pro kvantitu

n-l ?:1 2]{61 f( \l—lsy)p(‘kt—l? ) a pl&tl

( “n Z Z f(A -1 y)p(‘yf—-l‘. y)) n_f;_m N(o? Efvar?[f(y&’ yi)/%]) '

s—l vel

Dale vime, ze S, je eficientni mezi viemi odhady regularnimi pro kvantitu
-1 T

n i=1 yer J(Xic1, 9)P(Ximr,y) . t.j. mezi viemi odhady Sa(2o,.... Zn) 8
vlast.nost;i ze pro kazdou funkci g : I x I — R takovou, Ze pro kazdé » €

je T e 9(z, y)p(z,y) = Eylg(Yo, 111/ Yo = 2} = 0, plati

1=l yel

\/—( (\rgg’ Yng)_ -sz( \r-l y) I*TQ(Y-11»!I))P(Y;-1 J))

N

-
—————

n=—e$20
pficemz X°..... XM tvoii opét Markovsky fetézec, ale s pravdépodobnostmi
ptechodu

"z, 1+--—-- (z,y))p(z,
PY(z,y) = Vi plz.y) .



2.3 Poissoniiv proces

V obou pfedchozich pripadech jsou pozorované ¢asy nenahodné. Poissoniiv
proces na [0, +o0) je jiz ptikladem, kde jsou Zasy opravdu nihodné veliciny.
To znamend, ze Ty, T~ Ty, T3 =T, ... jsou nezdvislé stejné rozdélené nahodné
veliiny s exponenciilnim rozdélenim s neznimou kladnou intenzitou X a
X: = 1. Pro zjednoduseni zapisu budeme vyuzivat konvenci Ty = 0. Volime
a = /1t a mnoZinu H tak, Ze h € H je reprezentovino omezenou méfitelnou
nenahodnou funkei & : [0, +00) — R ve smyslu

h(w,t,z) = ziz(t ~Tio)I[Tica <t LT,
- i=1 o
Pak pro h € H mame

Xeh =} h(T = T[T S 4], "= exp{=\¢t = Ticy).}

=l

L (1-3-1)4- . : . (Tint=Tiey)s |
'wth = )\/ h(y)e"\"dy y 'Qgh = A/ h(y)dy ’
Jo _ 0

< e (Tint«Tin)e
Qh=2Y /o hly)dy =

=1

i-1 (T‘,ﬂ :_1) : (""‘Ti-l)‘ |
Z / hy)dy + / y)y| I[T <t < T
i=l |

j=l

Dale
e MnoZina H je linearni prostor.

¢ Vezméme h € H ,€E>Da pdéftejme

L OB > ¢ 2 0. 0m0) =
2T > VR < = Quhl) =




e Vezméme h,g € H a poviimnéme si, e

=1 (T;=Tye1) R
] hy)aly)dy+

1 1, —
~Qu(hg) = =2 ) [Z i

=1 | =1

8.3.

Tt = 00

(n=Tic1) _
+ / h(y)é(y)dy] I[Tiey <n < T
0 |

'\zfo m‘?’(y).fir(y)e""’ci!.tf Y (h,g).

o Navic jesté A'Ynh =0 a tak d(h) =0,
V(R) = (h,h) = X [ h¥(y)e="*dy .

Piedpoklady, které vyzaduje teoreticky postup Greenwood & Wefelmeyer,
jsou splnény. MiZeme proto jejich vy¥sledek pouzit a zjistime nasledujici.
Vezmeme-li omezenou méfitelnou funkei f : [0, +00) — R, kterd je nenulova
na mnoZiné kladné Lebesgueovy miry, pak odhad

S'n =n-1§:f(Ti—Ti-:) I[T; < n]

i=1

je eficientni odhad pro kvantitu

1 ad (Tirnrn=Tia1)s .
M| hy)dy

n s=1
a plati
. 1 oo {Tinn=Ti1)4
alg -0y / hly)dy
=1 v0
2 T 2 A
N =AY
e (0, A A filyle™dy ) .

-

Sn je eficientni mezi viemi odhady reguldrnimi pro danou kvantitu, t.].
mezi viemi odhady S,(t;I[t; < nj,i € V) s vlastnosti, ze pro kazdou omezenou
méfitelnou funkei g : [0, +00) — R plati

\/E(S (TMI[T™ < n),i € N) — _]‘_Ai/{T."’M—T._’:)-b }_l( 1+ ...1_.. ( ))d
v nid; i o= 7 n A y \/Eg ¥;)ey

t==1



D

. . 7 we=ah 0 L :
Pfitemz T7*, T3’ = TY",..., T3¢ — T2, jsou opét nezdvislé stejné rozdélené,
~ ale jejich rozdéleni je |

P = 1= exp{=) [ (14 —=alu)s)

Pro zajimavost jesté dopliime, Ze

S iy / fly)evdy .

u-mi-oo

Jinym rozumnym odhadem je

o nS TR AL-T. )T, <
DY X3 R v 30
s vlastnostmi .
Sﬂ n--l-m A f(y)e-'\ydy ]
0
‘/; (S'" - A f (y)e"*'dy) HT!:_;*
0

N (0, A fo - Fily)e~dy — A /0 "~ f(y)e"“’dy)’) :

2.4 Markovsky proces

V této kapitole si viimneme neroziozitelného Markovského procesu X na
&asovém intervalu {0, +c0) s konetnou mnozinou stavi I, matici intenzit
prechodu Q = (q{z,y); 2,y € I). Prvky matice Q jsou nezaporné a pro kazdy
stav 7 € [ je ¢(z,2) > D aplati 3 ¢/ (. 9(z,y) = ¢(z, 7). Pripomenme, Ze
- takovyto proces mé jednoznacné uréeno stacionarni rozdéleni, ozname je 7.
T: bude oznacovat &as i-tého preskoku a pozorovanou hodnotou bude pteskok
X1,. Pro zjednoduseni zapisu budeme i zde pouzivat konvence Ty = 0. Dale
volime r, = y/n a mnozinu funkci H tak, Ze predikovatelné funkce & € H
je reprezentovana nenahodnou funkci & : I x I — R ve smyslu formule



h(w,t,z) = 3.0 h(Xr._,,2)I[Ti-y < t € Ti}. Poznamenejme, %e funkce b
bude ohodnocovat preskoky Markovského procesu. Nebude proto zalezet na
jejich hodnotach pfi shodnych argumentech.

Rozdéleni zobecnéného bodového procesu (0, Xo), (T1, X7,), (T2, X13), oo
je urceno rekurentné pomoci podminénych rozdéleni. Rozdéleni X ma zadané
pocateéni rozdéleni. Doba ¢ekani na i + 1 preskok; t.j. Ti41 — Ti; ma
za podminky Xy, (Ty, X1,),.... (T}, X7,) exponencialni rozdélent s intenzitou
q(Xr,, X7,). Rozdéleni X7, za podminky Xo,(Ty, X1,),..., (Ti, X7;), Tisa
f&%proxef,m#XTi.
Protoze jde o pieskok, je vidy nutné X7, # Xr, ! Pro blizii seznameni s
- Markovskymi procesy lze doporuéit skripta Dupaé & Dupacova(1980).

Pak pro h € H zjisfujeme, Ze

zavisi pouze na X7, a to P(Xt,,, = z|X7,) =

Xth = Z E(XT.’-UXT.) I[I: < t] )

=1
i‘r"f =.exp{_9(XTe-n)_(Ti-1 Nt =Tic1)+}

: r ' ) . . q(AXrT._ ,y)
Yeh=(1="g) S k(X y)
NEI*{XT._I } Q(ATl—l? ‘\T.i—l )

‘Qh=(TiAt-Ti)s Y, BXr,,9)e(Xr_,,v),
ref-{a\’r,‘_., }

Q:h = Z(T‘ At — Ta'-l)-i- Z i‘(-\’Ta‘-—n y)Q(‘YTi—l’y) .
| i=1 vel-{Xr,_,}

Dale
¢ MnoZina H je linearni prostor.

o Vezméme h € H , ¢ > 0 a pocitejme

Ly (h2T01A ~ < 11
;Qn(h I{[R] > ev/n]) < E:/'_-';Qn(lhls) _

11

— —

(Tinn=Tic)e Y, 1A(X7,9)e(Xri ) <

& .
=1 yeI-{AT.‘..l}

K
e



0.

T 00

1 1 o0
< —— W3 —_ A < T
< E\/r_zw ;e! q(:z:,:z:)n E allTi; <n <7}

¢ Vezméme k,g € H a poviimnéme si, ze

=1

1 Lol . " -
(ko) = =3 (Tan~Ti)y Y- Ao, )il Xr9)a(Xry,y)
t=1 r&l—{a\'r‘._l }

e ) 2 Mewim ey ¥ (h).
z€l yel-(z}

o Navic jesté A'ph =0 a tak d(h) =0,

Viy=(hh) =3 > kzy)lee9)n(s).

z€l yel-{z}

Predpoklady teoretického vysiedku jsou splnény a tak podle néj dostaneme.
Vezmeme-li funkci f :I'x I — R, kterd je alespoit pro jednu dvojici z,y € I,
z # y nenulové, pak S, = n~!' T2, f(X7,_,, Xr.)I[T; < n) je eficientni odhad
pro kvantitu - |
n~t zzl(Ts An-Ti)+ Zyef-{x,.'_l}f(x'f;-: »9)4(X7._,,¥) a plati

\/7? (S:‘n e ;];"Z(T: An - Ti-l)-l- Z f(XTi-l ) y)Q(XT-—ny))

=1 v€l-{Xr,_,}

" NS Y iz ez ()

Nt ab 0O J
z€! yel-{r}

Dile vime, ze 5, je eficientni mezi viemi odhady reguldrnimi pro kvantitu
n=t :l(n/\n_n-l )+ Zyef-{j'z-'_‘} f(-YT.-l ' y)Q(XT.'-lsy) ’ t'J mezi viemi
odhady Su(TiI[T; < n], X7,I[T: < n},i € N), které navic spliuji, Ze pro
kazdou funkci g : I x I — R s vlastnosti, ze pro kazdé z € J je spinéna

rovnost Zyel'-{:c} g(z,v)e(z,y) = g(z,z)q{z, z), plati

o0

VA (&(X:”, o X30) = 23T An — T2,

t=x}



1
Z f(Xzns »¥)1 + —=9(X7as , ¥))q( X779,y )
vel-{X1,_,} v

]

D
N e—— L
Ly 2
piicemz (X;”,1 > 0) tvoii opét nerozlozitelny Marlsovsl\\ proces s intenzitami

prechodu .
q"’(z,_y) = (1 + ﬁy(a y)a(z,y) .
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