POPIS STRUKTUR PODMINENE STOCHASTICKE NEZAVISLOSTI POMOCH
FORMUL{ SOUCINOVEHO TYPU

Milan Studeny, UTIA CSAV
Pod vodarenskou véii 4, 182 08 Praha 8
tel: 815 2304, fax: 847452
e-mail: studeny@cspgasl].bitnet

V tomto ptispévku je kritce papsin alternativni pHstup k matematickému popisu struktur podmiaéné stocha-
stické nezivislosti (pomoci tkz. imsetii). Tento pHstup je vitaien ke klasickym metodim jejich popisu (pomoci tks.
zivislostnich modeld & pomoci grafii). Hlavni vysledek je tvrzeni , fe oba sminéné plistupy (tj. pomoci imseti a
pomoci zavislostnich modeiii) jsou ekvivalentni platnosti urtité soutinové formule odpovidajici ptisluinému modelu
struktury podminéné nezdvisiosti.

AMS klasifikace : 68T 30, 62B 10.

Uvod

Zijem o studium vlastnosti podminéné stochastické nezivislosti prameni z teorie pravdépodob-
nostnich expertnich systémi. Je to proto, Ze kaidy vyrok o podminéné nezdvislosti lze interpretovat
jako2to uréity kvalitativni vztah mezi symptomy ¢&i velitinami, které jsou popisovany. Tudi pomoci
takovychto informaci je mo#né uréit vhodny strukturdini model pravdépodobnostniho expertniho sys-
tému. Lze iici, Ze v teoretickych zikladech riznych piistupd ke kvalitativaimu popisu pravdépodob-
nostnich modeld (influenéni diagramy, Markovské sit2) je skryt pojem podminéné nezivislosti (PN).
Vyznam PN pro teorii pravdépodobnostnich expertnich systémi poprvé explicitné zduraznil Pearl
{1986}, nicmeén& mnoho jinych autord z této oblasti vice & méné explicitné pracuje s timto pojmem
[Pearl & Geiger & Verma 1990}, [Shachter 1988], [Smith 1989), (Spiegelhaiter & Lauritzen 1990], {Ur
& Paz 1991}

Pokud pomineme grafické piistupy, které neumozituji popsat viechny moZné struktury PN, pak
“klasicky™ pristup k popisu nezavislostnich struktur je pomoci pojmu zdvislostntho modelu, konkrét-
néji pomoci pojmu semigrafoidu {Pearl & Paz 1987]. Tento ptistup motivoval pokusy “axiomatizovat”
PN tj. charakterizoval vzijemné vatahy mezi vyroky o PN jednoduchym syntaktickym zpisobem.
Hypotéza znéla, ze modely PN lze charakterizovat jako zavislostni modely uzaviené na kone¢ny
potet odvozovacich pravidel, které Pearl a jeho spolupracovnici nazyvali axiomy. Nicméné, tato hy-
nutéza byla vyvracena v [Studeny 1992, kde je dokazano, modely PN nelze charakterizovat pomoci
koneéného poctu takovychto odvozovacich pravidel. Tento vysiedek nedavno rozéifili Geiger a Peatl
[1993}, kte#i ukdzali, Ze dokonce tkz. “disjunktivni” odvozovaci pravidla nemoliou pomoci. Tyto
vysledky mne vedly k pokusu navrhnout alternativni pkistup k popisu struktur PN [Studeny 1993a},
totiz pomoci tkz. imsetd. Tento phistup méa nadéji odstranit vyse zminénou nevyhodu klasického
popisu struktur PN.

Cilem tohoto pkispévku je ukizat na daldi rys tohoto alternativniho phistupu: platnost “imse-
tového™ modelu struktury PN je ekvivalentni platnosti jisté formule souéinového typu (pro ptisluinou
vicerozmérnou pravdépodobnostni miru). Tato ekvivalentni definice miize usnadnit globdlni inter-
pretaci takovychto modelii. Tento text piedevdim ptindsi informaci; dikazy uvedenych tvrzeni a
lemmat zde nejson. Ctenaf je mize nalézt v rozsitené anglické versi [Studeny 1993b}.



Zékladni znadenf

V celém tomto textu se zabyvime nisledujici situaci:
Je dina konetni, alespod dvouprvkovi muokina N nazyvand zdkladni mnoiina.
Pro disjunktni mnoziny A, B C N pileme tasto AB namisto AU B. Tiida véech podmunotin N bude
oznatena ezp N; ttida minimalné dvouprvkovych podmnotin U t;. :
U= {SCN, cardS 2 2}.
Kaidé mnotiné T C N piitadime funkci ér na exp N (ptipadné restringovanou na U) nasledujicim
zplsobem: ise ST

1 jestlife S =

b2(S) = { 0 jestlize S#T.

Je-li { X ; i € N} soubor neprizdnych konetnych mnotin, z € [];n Xi prvek piisluiného kartézského
soutinu a 8 # § C N mnotina, pak projekce z do [, Xi bude oznatena zs :
zs€ [[ Xi jeurteno vatahem |[Vi€ S (zs)i==].

i€S
Je-li a, b dvojice redlnych funkci na konedné muoting X jejich skaldrni souéin bude oznaiovia (a, b):
(a,b) = % a(z) - ¥z).

t

Mnotina celjch gisel bude oznatena Z, mnotina nezipornych celych &isel Zt (tj. vietné nuly),

mnozina pfirozenych &isel (bez nuly) N a mnotina redlaych Zisel R.
Je-li Q pravdépodobnostni mira na Y (&i funkcenaezpY)ay €Y budeme pro struénost psit Q{y)

namisto Q({y})-
Kladnou a zipornou ist funkce w : ezp N — Z budeme oznalovat symboly w, a w. :

w4 (§) = maz {w(S), 0} proSCN
w..(S) = maz {~w(S),0} pro SCN.

§ 1 Formule soutinového typu dand imsetem

Tento paragraf obsahuje pouze zikladni definice s ptisluinym komentitem. Zavidime pojem
imsetu, jeho pfirozeného roziiteni a pojem formule souinového typu dané imsetem.

Def. 1 (imset)
Kaidi celotiselni funkce na U se nazyvi imset (na U). Ttda viech imsetd na U bude oznaiena

2(U). Neziporné imsety se nazyvaji multisely, jejich ttida se znati Z*(U/). Zikladni operace s
imsety tj. s¢iténi, od¢itdni a ndsobeni celym ¢islem jsou definoviny po slozkich. Imset u € Z(U) se
nazyvi normalizovany jestlize soubor &isel (u(S); S € U} je nesoudéiny. Trividlnimi piiklady imsetu
jsou nwlovy imset ( funkce pfitazujici nulu kaidé mnotiné z U ) znateny symbolem 0 a funkce ér pro
Tel.

Pozndmka Termin “multiset” pochizi z kombinatoriky [Aigner 1979] zatimco slovo imset je anglickd
zkratka pro integer-valued multiset.

Nékdy je vhodné uvazovat imsety na U jakoito funkce na ezp N. Korektnost definice ptisluiného
rozsiteni je zalozena na nasledujicim evidentnim lemmatu.

Lemma Kazdy imset u € Z(U) mé jednoznaéné urtené rozditeni T: ezpV — Z spliujici nasledujici
podminky:

(N.1) S {u(S);Sc N}=0

(N2) VreN T {u(SreScN}=0

Toto piifazeni definuje vzajemné jednoznacnou korespondenci mezi Z(U) a tiidou celotiselnych funkci
na ezp N spliujicich (N.1) — (N.2).



Def, 2 (ptirozené rozsiteni)
Je-li dan imset u na U, pak jeho jednoznaéné uréené rozsiteni @ na ezp N splitujici podminky (N.1)—
(N.2) se nazyva prirozené rozitieni u. Vidy bude oznateno ptidénim pruhu nad puvodni symbol.

Cilem naseho studia jsou struktury PN pro koneéuy potet nihodnych velitin (tkz. ndhodné sys-
témy). Nirméné, v tomto Lextu se omezujeme na koneé¢né-hodnotové nahodné veli¢iny. V literatute
je bézné zminovat se o nahodnych veli¢inich, ale fakticky pracovat s pravdépodobnostnimi mirami
(totiz s jejich rozdélenimi). Nicméné, v tomto textu se jak mluvi, tak piimo pracuje s pravdépodob-
nostnimi mirami.

Vymezme tedy nejprve pislusnou tHdu pravdépodobnostnich mér. Nebof se jedna o rozdéleni
néhodnych systémi indexovanych zikladni mnotinou N, jejich defini¢ni obory budou kartézské
souéiny indexované N.

Def. 3 (pravdépodobnostni mira nad N)
Pravdépodobnostni mira nad N (s koneénym definiénim oborem) je vymezena souborem neprazdnych
kone¢nych mnozin {X; ; i € N} a pravdépodobnostni mirou na kartézském soutinu [Tien Xi-
Jestlize mame @ # S ¢ N pak pod ptisluinou maryindini mirex P rozumime pravdépodobnostni
miru P* na [],¢5 Xi definovanou nisledovné:
PS(A)=P(Ax [] X)) kdykeliv AC [] X:.

ieN\S i€s
Budeme ji oznatovat symbolem piivodni miry dopinénym hornim indexem, ktery identifikuje margi-

nalni prostor. Marginalni mira P na [y Xi je mira P sama, t;. PN =P.

Jak bylo jiz naznageno, kaidy piedpoklad tykajici se struktury PN pravdépodobnostni miry je
ekvivalentni platnosti uréité formule souinového typu. Nasleduje prislusnd definice.

Def._4 {formule soutinového typu)
Necht P je pravdépodobnostni mira nad N a u imset na U. Rekneme, Ze P spliuje formuli souéi-
nového typr danou imsetem u jestlize plati:
() vze [ X [l (PS(zs))*+{5) = I (PS(.ts))"(s’.
€N SpSCN sSCN
Podminka (1.1) je zminéna formule.

Pozndmka Pokud piijmeme konvenci P(zg) = 1 miiteme té2 psit:

(12) Vze [1 Xi  [L(PS(zs)™ = [] (PS(z5))™-*.
SCN

i SeN

Nasledujici jednoduchy piiklad ilustruje zavedeny pojem.

Piikiad 1
Uvazujeme S,T € U kde SNT =8 a SUT = N; poloime u = §y — s — é7. Potom T=u + 5 a

formule soucinového typu dana u ma ndsledujici tvar:

(13) Vee [1 X, P(z) = PS(zs)- PT(z1).
€N
Jedna se tedy o ekvivalentni definici stochastické nezavislosti S a T



§ 2 Popis struktur PN

V tomto paragrafu pipomeneme “klasické” zpiisoby popisu struktur PN, zejména pomoci givis-
lostnich modelu.

Def. 5 (podminénd nezivislost)
Nech( P je pravdépodobnostni mira nad N a (A, B, C) je trojice navzijem disjunktnich podmnotin

N kde A a B jsou neprizdné. Reknéme, e A je podminéné nezdvisld na B za podminky C a piteme
A L B|C (P) jestlie
vze [ X; PABC(2,pc) - PC(zc) = PAC(z,c) - PP¢(zpc)-

€N
Nite pouivime frézi “ P podléhd trojici (A, B,C) "

Podminka A L B|C (P) mé mnoho ekvivalentnich vyjidieni, napiiklad:

-Va,ae [ X: bbe [ Xi ce [1 X
i€A i€B i€C .
PABC((a,b, c]) - PABC((d,b,c]) = PA5C([a, b,c]) - PAPC([&, b, c])

- existuji funkce f: [ Xi = Rag: [ Xi— Rtakové, le
i€AC i€8C

Vz € gv X; PAB%(z,pc) = f(x4c) - 9(z8cC)

- ¥e € [] X; splhujici P°(c) > 0 je podminénd pravdépodobnost P,pic(:Jc) soutinovi mira na
i€C
(T X:) % (1 X,
€8

i€A

posledni uvedeni ekvivalentni definice vede piimo k béZné interpretaci A L BiC : “poznime-ti hod-
notu veliin z C, velitiny z A a B se stanou nezavislé tj. pravdépodobnostni informace o aich budou
navzijem irelevantni”. Ziejmé proto, aby se pojem PN pfibliil lidskému chdpini, byly struktury
PN v literatufe popisoviny pomoci grafi. MuZeme odlidit dva sméry: pomoci neorientovanych grafu
(toto vychézi z teorie Markovskych poli a piisluiny graf se nazyva Markovska sit viz [Darroch &
Lauritzen & Speed 1980}, [Moussouris 1984}, [Lauritzen & Speed & Vijayan 1984]) a pomoci oriento-
vaaych acyklickych grafi (zde dlouhd tradice potaté genetikem S. Wrightem (1921} vedla k pojmam
influentatho diagramu [Howard & Matheson 1984}, [Shachter 1988}, (Smith 1989], [Pearl & Geiger &
Verma 1990] a rekursivatho modelu [Wermuth & Lauritzen 1983], [Kiiveri & Speed & Carlin 1984]).
Nicméné oba grafické ptistupy nemohou popsat viechny modné struktury PN.

Proto byl navrien jiny zpisob: jednoduie popsat strukturu PN seznamem platnych vyrokii o
PN neboli trojic, kterym pravdépodobnostni mira podiéhd. To vedio k pojmu zavislostniho modelu
zavedeného Pearlem a Pazem [1987]; jejich definice je zde nepatrné upravena.

Def. § (zivislostni model, model nezivislostni struktury)

a) Necht T{N) oznatuje mnotinu véech trojic (4, B,C) navzijem disjunktaich podmnozin N kde A
a B jsou neprazdné. Kaidi podmnotina T(N) se bude nazyvat zdvislostni model nad N.

b) Bud P pravdépodobnostni mira nad N a / zdvislostni model nad N. Reknéme, ze [ je submodel
nezdvislostni struktury P jestlize P podléha kazdé trojici z /.

Dile feknéme, ze [ je model nezdvislostni struktury P jestliZe [ je piesné mnotina trojic, kterym P
podléha.

Diky znimym vlastnostem PN, kterymi se zabyval jiz Dawid [1979] (viz téZ {Smith 1939]) pouze
nékteré zavislostni modely jsou modely nezavislostni struktury pro néjakou miru. Proto Pearl a
Paz [1987] zavedli pojem semigraphoidu jakoito zdvislostniho modelu splitujiciho tyto vlastnosti. 0



vyvraceni jejich pivadni hypoteézy, 2e semigrafoidy se shoduji s modely PN a dalsim vyvoji jsme se
zminili jiz v Gvodu.

§ 3 Informaéné-teoreticky ptistup

V tomto paragrafu piipomeinme informaéné-teoreticky pojem multiinformaéni funkce, ktery se
podobné jako pajem entropické funkce hodi na studium vlastnosti PN. Ukazeme, jak multiinformaéni
funkce umozituje popsat strukturn PN pomoci imseti.

Def. 7 (multiinformaéni funkce)
Necht P je pravdépodobnostni mira nad N. Jeji multiinformaéni funkce M : exp N — Rje definovina
nasledovné:

M@®)= 0
M(S)y= ¥ P(2)-In(PS(zs/ [1 P¥Nzi)) pro@#SCN.
€S

= P(r)>0

Pozndmka  Multiinformace, definovana jakoito relativni entropie miry viigi soutinu jejich jed-
norozmérnych marginal, zobeciuje znamy informaéné-teoreticky pojem vzdjemné informace a s-
louzi jakozto kvantitativni charakteristika irovné stochastické zavislosti vice (nez dvou) nihodnych
veli¢in. Proto jsem v [Studeny 1989 pouzival nizev “multiinformace”. Jiny nazev “entaxy” poutil
Malvestuto [1983]. :

Nasledujici viastnoti, dokizané napiikiad v [Studeny 1989] naznatuji, proZ je multiinformagni
funkce vhodny nastroj na studium PN.
(3.1) M(ABC)+ M(C) 2 M(AC) + M(BC) kdykoliv (A, B,C) € T(N)
(3.2) M(ABC)+ M(C) = M(AC)+ M(BC) & A L B|C (P) pro (A, B,C) € T(N).

Podobné vlastnosti ma i tkz. entropicks funkce (ka2dé mnoziné S je piifazena entropie marginalni
miry P¥) | pouze nerovnost je opaénd. Co se tyte schopnosti popsat viastnosti PN pro pravdépodob-
nostni miry s koneénym defini¢nim oborem jsou entropickd a multiinformaéni funkce zcela zaménitel-
né. Ponékud se 1idf jejich dalsi moznosti: entropicki funkce miize byt poutita pro popis funkénich
zdvislosti v diskrétnich pravdépodobnostnich mirdch - viz {Matid 1991}, zatimco multiinformaéni
funkce miize byt pouzita pro studium PN pro spojité & “smisené” pravdépodobnostni miry - viz
[Studeny 1989]. Pouziti vlastnosti multiinformaéni funkce byl hlavni krok v ditkazu neexistence
koneéné axiomatické charakterizace v [Studeny 1992]. Nicméné, souvislost entropické a multiinfor-
maéni funkee s PN hyla znama diive - viz [Nambiar 1980, [Malvestuto 1983].

Def. 8 (pravdépodobnostni mira vyhovuje imsetu)
Bud P pravdépodobnostni mira nad N a u imset na 4. Reknéme, 3e P vyhovuje u jestlize (M, u) =0
(tj. skalirni souéin u s restrikci multiinformaéni funkce P na U je nulovy).

Vyie definovany pojem je vztazen k platnosti formule sou¢inového typu nasledovné:

Lemma |

Necht P je pravdépodobnostni mira nad N a u imset na Y. UvaZujme nasledujici podminky:
(a) P splivuje formuli sonéinového typu danou u

(b) ¥ r € [Licn i spliujici P{z) > 0 plati:  [[sen PS(25)"S) = |

(¢) P vyhovuje u,

Potom (a) = (b} = (r).



§4 Strukturdlni imsety

V tomto paragrafu zavedeme tfidu strukturdlnich imsetd a ke kaidému takovému imsetu piidime
zivislostni model. Ukazuje se, Ze vyhovovini pravdépodobnostni miry néjakému strukturilnimu
imsetu miiZe byt interpretovino jakoito tistelny popis jeji struktury PN (toti pomoci pfifazeného
zivislostniho modelu). Speciilni pozornost je vénovina otizce, jak rozpoznavat strukturalni imsety.
Posledni vysledek tki, Ze kaidi moina (stochasticki) nezdvislostni struktura maZe byt popsina
strukturalnim imsetem.

Strukturilni imsety budou zavedeny jakoito “kombinace” tkz. elementirnich imsetu:

Def. 9 (elementirni imset)

Imset u € Z(U) se nazyvi elementdrni jestliie jeho piirozené rozdifeni U ma tvar:
T = bs,r — b5 —b6r + 8sar kde S, T C N cardS\T = cardT\S = 1.
Mnozina elementirnich imsetd je nize oznaZena symbolem E.

V nésledujicim piikladé ilustrujeme tento pojem na speciilnim piipadé card N = 4.

Uvazujme N = {1,2,3,4}. Podle definice je kazdy elementarni imset “vytvokten® dvojici {3, T}, nutné
1 <cardS = cardT < card N — 1.

TakzZe elementirni imsety mohou byt rozdéleny do skupin podle kardinality “vytvotujicich” mnotin.
V uvaZovaném piipadé odlidime 3 skupiny:

Ey... tj.cardS = cardT =1
napiitkiad § = {l} aTs= {2] diva I = 5{.3} - 6{.) - 5“} + &y
atudiz u= 6“3). ‘
PHisluiny seznam nasleduje :
8121 8131 812.3): 011,41 (2.0): (3.3
E;... ti.cardS = cardT =2
napiiklad $ = {1,2} aT = (2,3} diviT = 6(1.23) — 8(1.2) — b2} + 42
atudiz u = 6{‘.23} - 6(]3} - 6{1.3}.
Pfisluiny seznam nasleduje :
801.23) = Sy — Szan Spam = Spa = 8pan 8paa) — Spa) — duay
5{1.2.4} - 5{1.2} - 5{2.¢}a 5(1.2.4) = 5{1.2} = 5{1.4}. 5{1.2.4] - 5{1.4) - 5{1.4},
5(1.34) = 8131 ~ 801402 801341 = $013) — S a2y — Spay — Sty
S2a4) = 6123) = (2.4 823,00 = (2.3} — 8341 S(aa0) — 83,y — oy
Ey... tj.cardS = cardT =3
naptiklad S = {1,2,3} a T = {1,2,4} divd
u=T=68v—58n23 — g +éua-
Ptisluény seznam nasleduje :
on = 8(1.23) — Sp1aa) + 0012y
O = b(1,23) — 104 + 801.9)
6n = 8(1,2.3) — 8(aa.q + S22}
6n — 8124y — 13y + S(an
v = bp124) ~ Saay + 8241
on - b0 3a) — bana t 8(3.4)-

V uvedeném piikladé je tedy celkovy potet elementirnich imsetd 24. Neni problémn najit obecny
vzorec pro pocet elementarnich imsetd :  card N - (card N - 1) - geardN-3,



Def. 10 (strukturalni imset)
Imset u € Z(U) se nazyva strukturdini jestlile plati:

(4.1) Inen k, €Z* (prov € E) neu=) kv
véE

Nisledujici snadné lemma nmotiuje ztotoznit vyroky o PN se strukturilnimi imsety a zajistit
korektnost dalsi definice.

Lemma Kdykoliv (4, B,C) € T(N) pak imset v € Z(U) jehot pfirozené roziiteni md tvar ¥ =
§48c — bac — bpc + 8¢ je strukturiini.

Def. 1] (zavislostni model odpovidajici strukturdinimu imsetu)

a) Kazdé trojici (A, B, C) € T(N) piitadme strukturilni imset i({A, B, C)) uréeny svym ptirozenym
tozditenim @ = d48¢c = 6ac — bpc + 8¢, '

b) Necht u je strukturalni imset. Zdvislostni model odpovidajiciu oznateny I, je definovin nasledovné:
(A,B,C)e I, & [In €N n-u-i((A, B,C)) je strukturilni imset |.

Lemma 2

Tud P pravdépodobnostni mira nad N a u strukturdlni imset na U. Pak nisledujici podminky jsou
-kvivalentni:

a) P vyhovuje u

(b) 1, je submodel nezavislostui struktury P.

V souvislosti s poéitatovou realizaci strukturdlnich imseti vyvstiva nasledujici otazka: jak poz-
nat, 2e néjaky dany imset je strukturalni? Uvedend definice neni vhodna pro tento zamér. Nicmeéné,
strukturdlni imsety mohou byt charakterizoviny vhodnéjim zpilisobem. K tomu icelu je potieba
zavést dalii pojem.

Def. 12 (viplné konvexni funkce)
Mnozinova funkce ¢ : I — R se nazyva piné konveznd jestlite jeji nulové rozditeni ¢ (tj. ¢(T) =0

pro T € exp N\U) spliuje podminku konvexity:
dKUL)+c(KOL)2(R)+¢(l) kdykoliv K,LCN.

Po:nimka Piidavné jméno “konvexni™ pochazi z teorie her - viz [Rosenmiiller & Weidner 1974

Tvrzeni |

a) Necht C oznaduje tiidn Gplné konvexnich mnozinovych funkci na U. Pro kaidy imset u € Z(U)
pak plati: { u je strukturalni ] ¢ [Ve€ C {c,u) 20].

Navic, C je nejvétsi tiida splinjici tuto podminku.

b) Existuje nejmensi konefna tiida normalizovanych imsetii A takova, Ze pro kaidy imset u na U
plati: [ u je strukturdlni ] & [Va€ A (a,u) 20].

{Podle prvni éasti nutné A C C.)

Takze, 2 teoretického hlediska je vyfeSen problém rozpoznani strukturalnich imseti: jednoduie
zkontrolovat platnost viech nerovnosti {a,u) 2 0 pro a € A.

Tvrzeni 2
Kdykoliv P je pravdépodobuostni mira nad ¥ a / je model nezavisiostui struktury P, pak existuje
strukturalni imset u, ze [ odpovida u (tj. I = 1,).



§5 Vysledek o ekvivalentnosti

Hlavni véta tohoto prispévku iika, Ze pravdépodobnostni mira vyhovuje néjakému strukturdlnimu
imsetu u pravé tehdy, kdy? splauje formuli soutinového typu danou u. Tento vysledek ize dokazat
2a urditého dodateéného formdlniho pledpokladu na u, nazvanym regularitou.

Def. 13 (reguldrni strukturalni imset)

Uvazujme strukturalni imset u € Z(U) a poloime:
A.={S C N; SCT pronéjaké T C N spliujici u(T) < 0}
B, ={SCN; §CT prontjaké T C N spliwjici %(T) > 0}.

Lze ovéiit, e A, C B,) .

knéme, Ze u je requldrn jestlize jediné € C B, spliujici nasledujici tii podminky:

[a] £ jededitné (tj. KCLeE = K€E)
] A.C€

[ kdykoliv K, L € £ splije (K\L, INK,KnLyel, psk KUL€E

je B, samo.

Piiklad 3
Kazdé u € Z(U) tvaru i((A, B,C)) pro (A, B,C) € T(N) je regulicni strukturalni imset. Speciilné,
kazdy elementirni imset je regulirni.

Tyrzenid
V piipadé card N < 4 je kazdy strukturdlni imset reguldrai.

Dosud neznim piiklad neregulirniho strukturilnibo imsetu. Dokonce se domnivam, e kaidy
strukturalni imset je regularni (je to zatim nedokizand hypotéza).

Nyni miZeme formulovat hlavni vysledek.

VETA

Necht P je pravdépodobuostni mira nad N a u je reguldrni strukturalni imset na U. Potom ndsledujici
podminky jsou ekvivalentni:

(a) P splituje formuli souginového typu danou u

(b) Vz € [] X; spliwjici P(z) > 0 plati [] PS(z5)%9 =1
€N SCN

(c) P vyhovuje u

(d) I, je submodel nezivislostni struktury P.

Pomdmka Predchozi véta plati pro striktné kladné pravdépodobnostni miry bez predpokiadu regu-
larity imsetu.



Zivér

Vy3e uvedena véta dava do souvislosti 3 piistupy k popisu (podminénych) nezavislostnich struk-
tur:

- pomorci zavislostnich modehi
- pomoci imsett (informaéné-teoreticka definice)
- pomori platnosti formule soué¢inového typu

a ukazuje jejich ekvivalentnost.

Poznamenejme, e popis pomoci imsetd je systematicky popsan a ilustrovin ptiklady v [Studeny
93a). Poskytuje dedukéni mechanismus, ktery umotiiuje odvozovat platné vyroky o PN z vstupni
informace o nezavislostni struktufe (z teoretického hlediska koneéné realizovatelny).

Popis pomoci formuli soutinového typu mie byt chapan jako krok ke giobalni interpretaci téchto
nezivislostnich struktur. Podle mého nizoru maji popsané modely podobné diivody (&i pravo) byt
nazyviny vysvétlitelné jako hierarchické loglineirni modely. VZdy¢ obecny loglinearni model je uréen
jistou “flormuli” pro pravdépodobnostni miru vyjadtujici ji jakodto soutin margindlnich faktori. To
je blizké k uvedenym formulim sou¢inového typu a v nékterych specidlnich ptipadech (rozlotitelné
modely) dokonce ekvivaleutni.

Poznamenejme, e jak bylo odvozeno v [Studeny 93a] nékteré grafické popisy nezavislostnich
struktur mohou byt “pielozeny” do imset a pak dile do formuli soutinového typu. Pro informaci
uvedme bez dikazu piisininé vyjadieni imseti.

Bud dan influenéni diagram (= orientovany acyklicky graf); necht (k) oznauje mnotinu rodi¢u
uzlii k € N. Odpovidajici imset je din piimo svym ptirozenymn rozditenim:

U=6bn—6¢+ é:v {8eqy — 5{&)-.;.(»;}-

Je-li din rozlozitelny model uréeny néjakym triangulovanym (neorientovanym) grafem, necht
C C exp N oznatuje tiidu jeho maximélnich klik. Odpovidajici imset je urten takto:

=8+ L gunce (—1)7 bns
(UB resp. NB oznatuje sjednoceni resp. prinik mnotin z B ).

Podékovany
Jsem zavazan F. Malvestutovi; jedna jeho rada béhem jeho loiiské navitévy v Praze mi pomohla
piekonat jistou obtiz. Jsem téz vdéien svému kolegovi F. Matisovi za podnétnou diskusi.
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