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Danovi s omluvami: Neumim jinak a neumim lip.

Dvakrat meér

Také jste to urcité nékdy dcetli nebo slySeli: "Mam-1i jedny
hodinky, vim, kolik je hodin, mam-1i dvoje, nejsem si uZz jist." Tento
vtip je obzvlaisté oblibeny mezi statistiky - snad proto, 2Zze jim
dava pocitit pfevahu nad laiky, kteri potfebuji takto drasticky
ptiklad, aby si uvédomili rozdil mezi mérenim a mérenym. Statistici si
jisté tyto pojmy pletou zrfidka a iluze, Ze vysledek jediného méreni je
pfesné tim &islem "o které jde", je u nich také vzacni. V nécem si ale
ptece bude lecktery statistik s laikem roven: Ma-1i k dispozici jediné
méfeni néjaké velic¢iny, nenapadne ho na otazku, jaké hodnoty tato
veli¢ina nabyvda, lepsi odpovéd nez pravé vysledek méreni. (Pokud se
k tomu nikdo nehlasi, tyka se to alespon autora pfed néjakym casem. )

Jinid odpovéd by vsak statistika napadnout mohla. Odhad méreného
Zz méreni{ prfedstavuje statistickou ulohu, kterid ma smysl a feSeni i
v pfipadé, Ze mérfeni je jen jedno.

Uvazujme nejbéznéjsi model méfeni X veliciny § s aditivni

chybou €
X =€+ ¢,
E€ = u, varf = 02' Ec = 0, vare = a:, E€c = 0. ‘ (1)

Veliéina £ se chipe jako nahodnd proto, Ze méfené objekty se pokladaji
za Vvybér 2z néjaké populace objektu. Hodnota veliéiny £ u daného
objektu v daném okamZiku - tzv. skutecdnd hodnota - je pevna.

Méfeni X je sice nestrannym odhadem veliéiny &, tj. E(X | &) = &,
lze ale sestrojit odhad é = f(X) s mensi stfedni kvadratickou chybou
E(x -~ é){ Jak je dobfe =znamo ([4], str. 302), tuto stfedni
kvadratickou chybu minimalizuje podminénd stfedni hodnota E(£ | X).

Je-1i sdruZzené rozdéleni veliéin £ a ¢ normalni, plat{

E(f | X) =u + (X ~-€)=(1-r)u+rX,

kde



2 2 2
r = UE / (ag + ae)

Pro ne-normilni dvojici §, & miZe podminénd stfedni hodnota E(§ | X)
mit jiny tvar, odhad

E=pu+r(X-u =(1-r)p+rX (2)

oviem i tehdy minimalizuje strfedni kvadratickou chybu alespofi ve trideé
linearnich odhadd, tj. odhadl tvaru £ = aX + b.

Odhad (2) se vcelku nepfiéi intuici: Odchylku méfeni X od stfedni
hodnoty u je tieba pfid¢ist na vrub chyby méfeni z tim vétdi casti, &im
vétsi tato odchylka je a ¢im vét3i je rozptyl chyby méfeni ve srovnani
s rozptylem skuteénych hodnot. Parametr r, pro ktery si z psychometrie
vypujcéime oznadeni reliabilita, uddvd de facto, v jaké mife 1lze
hodnotam X jakoZto informaci o £ véfit. Je-li r = 1, méfeni je
bezchybné a £ = X. Je-1i naopak reliabilita nulovd, jsou veskeré
odchylky X od u zpusobeny jen chybou méfeni a E - U,

Odhad (2) je funkci parametri pu a r, jeZz v praktickych situacich
budou zpravidla nezndmé. V dalSim textu nicméné budeme o u a r
uvazovat jako o znadmych hodnotdch, kdykoli budou k dispozici data, na
zakladé kterych 1lze tyto parametry dostateéné prfesné odhadnout.
Disledné rozlisovani odhadu (2) a jeho modifikace, kde misto u a r
figuruji jejich odhady, by bylo korektnéjsi a vedlo by k bohat3i a
tézsi teorii, ale spide by zatemnilo neZ zviditelnilo jddro sdéleni.

Reliabilita r se (na rozdil od stfedni hodnoty i) nedid odhadnout
na zakladé jediného méfeni ndhodné vybranych objekti. V psychometrii
je béZna technika odhadu reliability pomoci opakdvaného méfeni, tj.
dvojice méfenl X = § + €, X' = £ + €', jez se vzidjemné 1isi pouze
chybou. (Ponechme stranou, Ze pravé v psychologii je dosti obti%né
takové opakovani uskuteénit.) Pokud se ob& trojice (X, &, ¢e) i
(X', & €') £idi modelem (1) a chyby €, &' maji stejné rozptyly a
nulovou korelaci, je reliabilita méfeni X (stejné jako X’') rovna
korela¢nimu koeficientu mezi X a X'. Reliabilitu r lze tedy odhadnout
vybérovym korelaénim koeficientem vypocétenym 2z dostatedného poétu
dvojic méfeni xl, x;, i=1, 2, ..., N ziskanych u N nihodné vybranych
objektu.

Jak se ukazuje, Uloha odhadu skuteéné hodnoty z jediného méfeni
je v podstaté trividlni a neni divu, Ze fedeni je v literatufe diavno
popsédno (viz napi. [3]). Didle se touto véci zabyvat by bylc nudné a
uspavajici...



Sen

Zeméméific¢ K. sestrojil pristroj, kterym mohl zméfit hodnotu kazdé
véci na svété. Provedl mnoZstvi méfeni, kterda =zaznamenal. Kdyz
zestarl, nechtélo se mu uz béhat po svété a méfit, i pustil se do
teoretické prdace, jejiZz vysledKky shrnul ve spisu "Zavét zeméméride".
Doporuéil tu budoucimu zeméméiiéi zmérit dfive, neZ se pusti do dila,
uré¢ité mnoZstvi véci (snad 1000) dvakrat, vypoéitat z téchto méreni
aritmeticky prumér u a vybérovy korelaé¢ni koeficient r, a hodnotu véci
£ pak odhadovat z méfeni X podle vzoree (2).

Zemémérié¢ K. odkazal svym synum dva shodné exemplirfe svého
ptistroje. V rodiné prvniho syna se pak prfistroj didle dédil z otce na
syna a po celé generace se provadéla a zaznamendvala mérfeni. Z téchto
zdznami dosti jasné vyplyvalo, Ze hodnota véci na svété si zachovavi
dlouhodobé stale stejné rozlozZeni.

Druhému synovi - oznadéme jej K - odkazal stary zeméméfié kromé
ptistroje také své =zapisky a predev3im spis "Zavét zeméméfice".
Pamétliv otcova odkazu, vypodéital Kl z posloupnosti opakovanych méreni
prumér u a korelaci r. Otcuv piistroj P pak zabudoval do piistroje P,
ktery vystupni hodnoty X piistroje P pouzival jako vstup a na vystupu
poskytoval transformované hodnoty é = g + (X - u) = (1 - r)u + rX.
Cely Zivot pak Kl méril a zaznamenaval hodnoty é. Nakonec pristroj P1'
své a otcovy zdznamy a také "Zivét zemémérice" odkizal synovi K.

Také K byl pamétliv dédova teoretického odkazu, i pustil se
nejdrive doappakovanfch méreni véci pristrojem P . Co zjistil?

1.) Vystup § z pfistroje je zfejmé roven souétu skuteéné hodnoty € a
chyby mérieni e.

2.) Aritmeticky prumér z naméfenych hodnot é je roven u (* Eé = EX).
3.) Korelacnl koefic1ent mezi opakovanymi mérenimi E a E je roven r
(nebot € = aX + b, & = aX’' + b, kde a # 0, takZe cor(f, £') =
cor(X, X') ).

Vzhledem k témto poznatkum vlozil K, piistroj P do nitra pristroje
Pa' ktery vystupni hodnoty E = E pristroge P1 pouzival jako vstup a
na vystupu poskytoval transformované hodnoty Em) = U + r(g“) - i)
= (1 - r)u + rE“’ = u + r’(x - M) (1 - *)u + r’x. Cely Zivot pak
K méril a zaznamenaval hodnoty Ew'. Nakonec pristroj Pz, své, otcovy
a dédovy zdznamy a také "Zavét zemémérice" odkizal synovi K,.

Zbytek historie je wuZ nasnadé. KaZdy dal3i potomek K’ vidy
nejdfive vypodital z méfeni zdédénym pristrojem PH stfedni hodnotu u
a reliabilitu r, nacdeZ sestrojil ptistroj P kterym pak cely Zivot

néfil hodnoty €' = g + r(g"V M) = (1 - r)u + re™v -



U+ (X -p)=(1- ru + r'x. _

Srovnani zdznamd ruznych generaci ¢éim dal tim jasnéji
prozrazovalo . nezadrZitelny trend "glajch3altovani" svéta. Rozptyl
naméfenych hodnot véci byl stidle men$i, aZ se posléze prestaly
vyskytovat jakékoli pozorovatelné odchylky od hodnoty u.

Zeméméific¢ K. mél jesté tfetiho syna. Ten vsSak nemél o méreni
valny zajem, a tak mu otec odkazal jen dfevény model piistroje P.
Starobyla maketa byla v rodu tohoto syna po generace hrdé opra3ovana.
Nestilo by to za zminku, nebyt zvld3tniho kontrastu: Zatimco rucéiéka
dfevéného modelu, ukazujici jednou providy hodnotu u nikdy nikoho
nevyvedla z dusevni rovnovdhy, byli zemémérici K obdobnymi projevy
pfistroju P s rostoucim i stiale vice deptdni. Spi3e neZ méfeni se pak
vénovali ndvstévé praZskych hostincu, kde posléze jejich empiricky
podlozena filosofie vyznadujici se pauddlnimi soudy typu "Ted uz stoji
vSsechno za u" méla velky ohlas a zapustila pevné koreny.

Vyklad snu

Z celého pokoleni K', i=1, 2, 3, ... jen K1 opravou podle
vzorce (2) skutec¢né minimalizoval stfedni kvadratickou chybu odhadu
veliéiny £. VS8ichni ostatni vzorec (2) aplikovali v situaci, kdy byly
poruseny predpoklady modelu (1). Méreni porizend pifistrojem P: pro
i =z 1 1ze sice vyjadfit jako soucet skuteéné hodnoty £ a chyby méfeni,
ale chyba méfeni neni nekorelovani se skutedénou hodnotou.

Porusdeni pfedpokladi (1), s nimZ se zemémériéi Kn’ i 2 2 setkali,
bychom nicméné mohli nazvat porusenim skrytym. Vystupy pEistroje Phl,
i = 2 byly jen 1linearni transformaci vystupd vevnitf ukrytého
pavodniho pristroje P, takZe nesoulad s modelem (1) nemohl byt
odhalen, pokud by jej neindikoval také samotny piistroj P. (Byval by
pomohl napr. etalon, tj. objekt u néjz je znama skuteénd hodnota, nebo
znalost rozptylu dé.) :

Pocé¢inani zemémérficua l&, i 2 2 tedy miZeme interpretovat vice
zpusoby. MozZnd byli prosté slepé posludni instrukci, o jejichZz smyslu
nepremySleli. SpisSe ale si byli teoretického pozadi odhadu (2) védonmi,
jenze dostupna méfeni jim neumoZifiovala platnost prfedpoklada (1)
ovérit. Jednali tedy ddle, jako by model (1) platil - obdobné, jako
nam (prosim, nékterym z nids) mnohdy v aplikacich k pfijeti pfedpokladu
normality stacdi, Ze neni porusen pifilis zjevné.

Konec konci se da Gsili potomku K zhodnotit i tak, Ze opravdu
Gspé3né minimalizovali stredni kvadratickou chybu 1lineidrniho odhadu
skuteéné hodnoty, pouze se jednalo o skutecnou hodnotu jiné veliéiny



nez £, totiz u + r“l(E ~ u). Z tohoto pohledu se pak jako omyl nejevi
samotnd mérfeni, ale jen snaha srovnidvat mezi sebou 2zdznamy ruznych
generaci.

V praxi nastésti snad spuéténiz série oprav, jaké jsme byli
svédky, nehrozi. Pri fyzikdlnim méfeni lze zpravidla pomoci etalonu
porudeni modelu (1) odhalit. A v psychologii, kde je pfeci jen
obtiZnéjsi uchovdvat neménny vzorek v Sévres pri teploté 0°C, se odhad
(2) (pokud jsem si v8iml) prfilis nepouzivd a neni ani v 1literatufe
éasto doporudovin. Divod bude spoéivat asi v tom, Ze é je jen linearni
transformaci X, takZe volba mezi X a E je v podstaté jen volbou
jednotky a jako takovd je do znaéné miry lhostejnid. Nasvédéuje tomu
fakt, 2e se o vzorci (2).v literaturfe mluvi pfevainé jen v souvislosti
s psychometrickym hodnocenim 2zmény v ¢Ease: Rozd{l Y -~ X dvou
postupnych méfeni md rtzné nepriijemné vlastnosti, které lze <{astelné
oslabit nahrazenim poéateéniho méfeni X odhadem é (viz [2]). Na rozdil
od "jednoduchého" méreni oviem korigovand hodnota Y - & neni funkci
(tim méné& funkci linedrni) nekorigovang diference Y - X.

Second helping

MiZeme poznatky o odhadu (2) néjak zuZitkovat v situaci, kdy se
méfeni X velidiny £ £idi modelem (1), ale reliabilitu r (ani jeji
dostateéné piesny odhad) nezname? Svym 2zpasobem ano, pokud vime

alespoﬁ,'ie r s r pro néjaké r* ¢ 1. odhad

é(p) =u + p(X - u) : (3)

ma totiZ mensi stfedni kvadratickou chybu neZz X pro 2r - 1 < p < 1,
Lep3i neZ spokojit se s neupravenou hodnotou X je tedy, zdi se, pouZit
odhad (3) a zvolit kteroukoli hodnotu p mezi 2r" - 1 a 1.

Podivejme se, jak bude tato metoda fungovat v Zivoté. Predstavte
si, 2e se uchdzite v konkursu o misto veédouciho pracovisté. Jedinym
konkurentem je vas&§ velmi neoblibenf kolega. Vysledky jsou zatim
vyrovnané a o vSem ma rozhodnout test schopnosti rychlého ucdeni. Na
rozdil od svého soupere 'jste pochopil(-a), Ze dualeZitym predpokladem
Gspéchu v tomto testu je nizkd naméfend Groveii vstupnich znalostdi,
proto véékeré vstupni znalosti zatajite. A ejhle - vychazi vam, 2Ze
jste se nauéil(-a) 150 jednotek, zatimco vas$ kolega, slava, jen 50. UZ
se tésite, jakymi dkoly ho v nejbliz3i dobé povérite... Reliabilita
rozdilu mezi vysledky dvou testd (vstupniho a vystupniho) je bohuZel
obecné dosti mald (viz [1]), v pfipadé daného testu uéeni neni vétsi



nez 0,4. Lze tedy volit tfeba p = -0,1 (> 2 . 0,4 -1 = -0,2). Stfedni
vysledek uchazeéi v obdobnych konkursech je 100 bodi. I piepolita
konkursni  komise visiedky testu takto: vas ze 150 na
100 - 0,1 . (150 - 100) = 95, kolegiv z 50 na 100 - 0,1 . (50 - 100) =
105. Je to sice té&sné, ale komisi to k uréeni. vitéze stadi. KdyZ se
zajimdte, kdo si takovy zpusob hodnoceni vymyslel, dozvite se, 2Ze
metodika byla vyvinuta v Psychiatrickém centru v Bohnicich a Ze tamni
statistik dokézal, 2Ze to je tak 1lep3i neZ vysledky testu viabec
nekorigovat. Chcete si na celou zalezitost jeSté pofddné posvitit, ale
néjak to stdle odkladite - dostdvdte ted v praci moc ukolu. ..

ZAvér

necht si utvofi ka2dy sam. Osobné jsem si z piekvapeni vliastnostmi
odhada (2) a (3) odnesl hlavné trochu nedivéry - moZnd iracionalni -
k odhadim s nejmen3{ stfedni kvadratickou chybou {(obecné, ne jen
v modelu (1)).

Nezbytnou vlastnosti kvalitni metod& méfeni je bezpochyby znaéni
shoda poradi naméfenych hodnot podle velikosti s poradim hodnot
skuteénych. Odhad E(p) dle (3) pro p zéaporné je 2z tohoto hlediska
katastrofa. Nemuseli bychom tyto patologické pfipady brat vazné, vidyt
optimalni hodnota p (rovnd reliabilité méfeni) zdpornd nikdy neni,
takZe v praxi neni duvod ziporné p volit. A odhad é podle (2) neni
podle uvedeného kritéria hor3i (i kdyz neni ani lepsi) nez
nekorigované méreni X.

Ale: Je-1i nejlepsi usilovat o nejmensi d<tverce chyb, odekaval
bych také, Ze bude dobré je jakkoli zmensovat. Toto odéekdavani se
nesplnilo. Reflexy praktického statistika veli zamitnout hypotézu.
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