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Préce je vénovéna pamitce naéetinskych lesi,

Tento pfrispédvek se zabyva problematikou studia zévis-~
losti dvou diskrétnich, zejména nomindlnich, znakl. Zéjem
je vénovan uloze prvotniho zjidténi a ufelné representace
struktury zadvislosti, pozornost je vénovana kolapsovéni
dvourozmérnych tabulek.

V prvani kapitole jsou popsény zékladni miry a matice
pouiivané ke sledovani souvislosti v dvourozmérnych kontin-
genénich tabulkéach.

Kapitola druhé se zabyva n&kterymi vybérovymi vlast-
nostmi zavedenych mér. Vét$ina tvrzeni 2de obsaienych byla
zkouména v kontextu logiky automatizovaného vyzkumu, spe-
cielnd jsou relevantni vzhledem k procedute popsané v pos-
Ledni kapitole. Obecn& pak jsou tvrzeni tohoto typu dile-
3it4 pro explorativni analyzu dat.

V kapitole tiFeti je pak podrobné;i popséna jedna pro-

cedura pro zkouméni struktury zévislosti v dvourozmé&rné kon-
tingentni tabulce,

1.  ZAKLADNI POSTUPY ZKOUMANI ZAVISLOSTI V ovouaozuéauzcn
KONTINGENENICH TABULKACH

1.1. NEKTERE MIRY SOUVISLOSTI V RxC TABULKACH

UvaZujme dvourozmérné multinomidlni rozdéleni diskrét-
nich velitin F a €6 , velitina F miZe nabyvat hodnot
z mnotiny R = f1,...,Rt , velitina 6 hodnot z mnoZiny
¢E= {1,...,0 . Pravdépodobnost 3e velitina F nabyde
hodnoty ie¢ R oznatme p,, obdobnd p_ . = P(6=j) a
p,i .=P(F=i, 6=j). Hypotézu o nea&v1slos!1 velijéin F a 6:

(v‘i i) (p -p,i p ) proti alternativé zavislosti (3 i,j)

Pij P; P, nuiele testovat, pokud madme k dispozici konelny
vybér o rozsahu m 2 uvaZovaného rozdéleni. Oznaime ij



polet objektd z tohoto vyb&ru, pro néZ velilina F nabyva
hodnoty 4§ a soufasné velilina G hodnoty j, obvyklym
zplsobem oznatime i marginélni Cetnosti:

6 =
1 es e J [N ] c
F = 1‘ ':1’ L N ] ﬂ.!j [ N I ] n1c n1
iRy o= "ij cee Ny, n,. (T 1)
Rin eses N cae ; n
n 1 L N I n j [ N I§ ] n c -=n
i=R,j=C

Matici ("1j)i=1,j=1 nazyvame dvourozmé&rnou kontingenini

tabulkou. Nejobvyklej3im testem nezdvislosti je Pearsontyv
’Xe-test. Oznaime “olekdvané Eetnosti™ e15=ni ﬂ.j/l. Hy =
potézunezévislosti zamitéme, pFfekro&i~li statistika

_ _ - 2
caIsa -}; Zj (nij ‘ij) /ey

kritickou hladinu MNeepozdélent s (R=1)(€=1) stupni vol-
nosti. Variantou Pearsonova testu je test zaloZeny na sta-
tistice

MLCHISQ = 27) nyy tn ng7 e
(Pozn.: klademe 0 Ln 0 = 0.)

Pondkud komplikovan&jii je statistika zaloZend na maximélné
vyznamné logaritmické interakci. Matici RxC redlnych Cisel
(aij) nazveme interakini matici, splnuje-Li podminky:

(a) v&echny tédkové soulty jsou nulove,
(b) v3echny sloupcové soulty jsou nulové,
(c) existuje 'ij # 0.

Testovou statistikou je nyni vyraz

wsa = max((XLZ a3 ln n”)2 /I (XX aﬁj / n.,j))

kde maximum je uvaZovéno pfes viechny moZné intrakini mati-
ce (aij)‘ Nulové Cetnosti nyj je doporuéeno nahradit

hodnotou 0.5.



Statistiky MLCHISQ § WwSQ opét srovnévéme s 2-roz-
délenim s (R=1)(C=-1) stupni volnosti.

Kromé uvedenych testl nezdvislosti se utjvaji dale
miry souvislosti vyjadfujici stupen tésnosti vztahu mezi
velitinami. NejuZivan&js$i z nich jsou odvozeny ze statis~
tiky CHISa :

PSISQ = CHISQ /m
nebo "Cramerovo V "

vs0 =CHISa/(m(min(R,C)=1))
nabyvajici hodnot mezi 0 a 1.

Existuje oviem celd Fada dal3ich mér a statistik pro RxC
tabulky, uZitelnych ve speciadlnich situacich (napf.jeden
¢i oba znaky jsou ordindlni, vy3etfujeme pradikovatelnost
jednoho znaku z druhého, zkouméme apriorn& dany typ sou-
vislosti apod.)

1.2. NEKTERE MIRY SOUVISLOSTI V 2x2 TABULKACH

Zjednodudime si oznaleni 2 (T1) a &etnosti budenme
znadit

6 = 1 2
F=1 a 6:1 r
2 ¢ d s (12)
k L [

Analogiemi statistik CHISQ, MLCHISQ a Wsa budou nésle-
dujici statistiky CHI, MLCHI a W, které viak nyni v tes-
tech nezévislosti (p11 = Py P 1) proti alternativé kladné

asociovanosti (p11> Py P 1) budeme srovhnavat s kvantily nor-
mélniho rozdéleni N(Oo,1).

CHI = (ad=bc) Vv (m)/V (kgrs) = (am=kr) V(m)/V (klrs)

MLCHI V(2.(alna+blnb+clnc+dlnd-
sk ink=Lint=rilnr-sins+

+mlnnm))
ese pl"o ad"'bc> 0

"
o

a8 jinak



W = tn((ad)/(bc))/ (1/a+1/b+1/c+1/d}e..pro ad=bec> 0
= 0 ees Jjinak

Misto b=0 resp. c=0 klademe opét b=0.5 resp. ¢=0.5,
aviak pro a=0 nebo d=0 poloZime nyni W=0.

Inamou modifikaci CHI statistiky je Yatesova korekce:

(ad=bc-m/2)\V (m)/ " (k{rs)... pro (ad=bc)>m/2
=0 ... Jjinak

YATES

Viechny dosud uvedené testy jsou asymptotického charak-
teru. PFimo odvozeny Fisheriv test souvislosti je doporulovan
zejména pro vybéry malého rozsahu, ptesnéji pro tabulky, v nihi
alespon nékterd z olekadvanych tetnosti €447 €92/ €597 €22
je mala. ;

min(k,r)-a
FISHER = S (k!L!r!s!)l((a+i)!(b-i)!(c-i)!(d+i)!n!)
i=0

Alternativan{ hypotézu souvislosti na htading o piijmeme po-
kud FISHER £ ¢

Poznamka : Naznatime algoritmus pro vypodet Fisherova testu,
ktery (a) je velmi efektivni a (b) nezplisobi pFipadnou
chybu “overflow” pFi vypoitu faktorialld, resp. kombinaénich
tisel:
(1) Pred vypoltem Fisherova testu pro sérii &tyfpolnich ta-
bulek (T2) vytvoFime pomocné pole F(0:MMAX), kde MMAX2m
pro viechny tabulky. V poli F ulo2ime Logaritmy faktorialu
rekursivné vypoltené:
F(n) = Ln(n) + F(n=1).
Pro danou tabulku (T2):
(2) Vypotteme @ = F(k) + F(L) + F(r) + F(s) = F(m)
(3) Vypolteme
min(k,r)~-a
FISHER = 2> exp(Q-F(a+i)-F(b-i)-F(c-i)-F(d+i))
i=0

Analogii miry PSISQ (a zaroven miry vsa) je

PSI = CHI/{ (m)

pali¥imi mirami jsou interakce, logaritmickd interakce a Yuleo-
vo Q@ @

INTERACTION = (ad) / (be)
LOGINT = L|n (INTERACTION)
YULE = (ad=bc) / (ad + bec)



LOGINT i VYULE jsou (a) funk&né zavislé na INTERACTION,
viechny t#i miry jsou (b) dinvariantn{i vi&i pFendsobent
FadkG &1 sloupct tabulky (T2) kladnymi konstantami. (a)

a (b) jsou ekvivalentni podminky.

Zobecnéni té&chto mér pro pFipad RxC tabulky je moZné,
ale neni jednoznainé.

1.3. INTERPRETACE SOUVISLOSTI V RxC TABULCE POMOC]
RxC MATICE HODNOT |

Uvedené testy a miry neddvaji prakticky Z&dnou informaci
o charakteru pFfipadné zévislosti velilin., Lepdi pfehled mohou
poskytnout rizné RxC matice hodnot, informujici o vyznamu
jednotlivych politek tabulky (T1).

Takovymi maticemi mohou napFiklad byt:
(1) wmatice pozorovanych Zetnost$ ("ij)

(2),(3),(4) matice relativnich radkovych ( resp. sloupcovych,
resp.celkovych) Cetnosti ("ij/" ) (resp. (n ), resp.
("i /m)). | -)

(5) Mostellerovy "smooth values” : Pokusime se nalézt dva
vektory kladnych &isel x=(x1,...,x ) a y=(y1,...,yc) tak,

aby v matici s=(s”)=(xiyj n‘j) platilo
1. = asa = SR. a .1 = [ N I ] = .c -
(6) Hatice rozdili pozorovanych a ofekdvanych Zetnosti
(7) Matice adjustovanych odchylek ("ij'eij) IJ"(eij)
(8) Matice standardizovanycb adjustovanych odchylek (Haber=-
manovy odchylky) : ("ij m-n, i)J‘(n)/‘JIn (n-ﬂ,l )n (n-n ))

(9) nmatice nejvyznaméjdi logaritnické interakce,interakéni
matice (aij)' pro niZ statistika WSQ@ nabyvd svého maxima.

1.4. KOLAPSOVANI KONTINGENENICH TABULEK

Kolapsovénim RxC kontingenini tabulky rozumime vytvofeni
nové tabulky rxc (kde r2R a ¢2C), kterd vznikne vekto-
rovym settenim nékterych Faddkd nebo sloupcl. Kolapsovéni tedy
znamend slouéeni nékterych kategorii sledovanych znaki:

R kategorii prvniho znaku je slouteno do r kategorii,
¢ kategorii druhého znaku do ¢ kategorii.

Prot se kontingenéni tabulky kolapsuji?



( a) Pokud byly kategorie navrieny ptili3 podrobné,resp.
jsou ve vybérovém vzorku zastoupeny velmi nerovnomérné, pak
nékteré z otekdvanych Zetnosti e.. mohou byt "malé” (hra-

nicemalosti’byvé nejtast&ji udavana 5,3 nebo 1), v kterémZto
ptipadd se test nezédvislosti pomoci CHISA pfilig nedoporulu~
je.

(b) 1 pFi dostateinych ofekdvanych Zetnostech e mae

byt neulelné jemnd kategorizace na zévaduy; zpravidll ztracime
na sile testu nezavislosti.

(¢) 1 v pfipadé, %e test nezavislosti mezi pFili§ jemné& ka-
tegorizovanymi znaky vyznamné zamitl nulovou hypotézu, stéle
jeitd mUZeme tratit, RxC matice popsané v pFedchozim od-
stavci jsou pFrili$ rozsdhlé ergo nepfehledné.

viechny lepi statistické programové systémy (BMDP, SPSS
aj.) proto obsahuji prostiedky pro snadné kolapsovédni kontin-
geninich tabulek. .

Systém BMDP navic umofnuje automatické kolapsovani v pii-
padé ordindlnich znakd: Uiivatel zads pofadované MINIMNUM ole-
kavanych Zetnosti. V tabulce je nalezena nejmendi olekévana
¢etnost a bud i-ty Fadek nebo j-ty sloupec je zkobapso-

e..

van g jednl‘ Fadkem (s loupcem) sousednim. Z nejvyde Etyf moi-
nych kandiddth je vybrén Fradek (sloupec) s nejmen3i marginél-
ni{ fetnosti. Postup se iteruje, aZ je ziskéna kolapsovand ta-
bulka s ofekdvanymi Eetnostmi rovnymi nebo vétiimi zadanému
¢islu MINIMUM.

Spotifebitelem navriené kolapsovéni neni viak jedinou
obranou proti neptehlednosti RxC matice hodnot; je moino
pokusit se representovat strukturu zévislosti v kontingenini
tabulce ﬁsporné}ﬁin zpUisobem. Zde je k dispoziki Fada postu-
pt, viz [3), [5],(7] a [11]. V posledni kapitole popiSeme pro-
ceduru vyuZivajici k interpretaci struktury souvislosti auto-
matického, “"numericky optimalniho®, kolapsovani dvourozmé&rné
tabulky.

2. VIBEROVE VLASTNOSTI MER V DVOUROZMERNYCH KONTINGENENICH

TABULKACH

Pro vyvoj procedur, uZivajicich opakované miry (a sta-
tistiky) pro dvourozmérné kontingenéni tabulky, se ukdzala
vhodnou dobra znalost chovéni té&chto mé&r na arovni vybéro-
vych souboru.

vV této kapitole uvddime nékteré vysledky tohoto typu,
které by mohly byt obecnéji zajimavé.



2.1. ASOCIATIVNOST MER V 2x2 TABULKACH

Def. Prostorem &tyfpolnich tabulek nazveme mno?inu

a b
T .-.{( ) 5 ab,c,d celd neszorna}
c d |

Def. Relace ("je asociativné lep$i”) na prostoru &tyf-
polnich tabulek je definovéna vztahem:

A B a b
c b ki c d /) Pravé kdy: a%a, B€b, C<c, D2d.

Def. Mira pro &tyFfpolni tabulky je zobrazeni z prostoru

Etytpolnich tabulek do mnofiny reélnych Eisel, roziifeneé
0 prvky +/« og .

PFiklad : Mirami pro &tyFpolni tabulku jsou napk. CHI,

YATES, FISHER, YULE atd., ale téZ napF. vysledek testu
"CHI=1,692", jeho: hodnotou je 71 pokud byla ptijata al~-
ternativni hypotéza (tj. pokud bylo pro danou tabulku

CHI = 1.69) a 0 v pFfipad& opalnénm.

Dgf. Mira M je asociativni pravé kdy: je neklesajici vzhle~-
dem k uspofiadani k. .

Asociativnost je dosti pFirozenym poiadavkem na miry
resp.testy v 2x2 tabulce, chceme, abychom pro "Lep&i" ta-
bulku dostali "lep3i"” vysledek : Mira M je asociativnig
prévé kdyZ A2a, D2d ("vice pozorovadni v poliZkéch hlavni
diagonaly"”) a B€b, CEc ("ménd v politkach vedleji diago-
naly"”) implikuje Mm(A,B,C,0} ® M(a,b,c,d).

yrzeni: Miry CHI, PSI, INTERACTION, LOGINT, YULE a (1~
HER) jsou asociativni.

Test nezdvislosti proti kladné souvislosti, zaloieny na CHI
i test Fisherlv jsou asociativni pro ka¥dou hladinu vyznam=-
nosti.

Dikazy : viz [8] , str.163.

il
i<
-

Tvrzeni: Mira W nen i asociativni.
Test nezavislosti proti kladné souvislosti zalofeny na W je
asociativnispro hladiny vyznamnosoti o = 0.05.

bikazy : viz [13] , resp. [8] str.358.

Poznamenejme, Ze pojem asociativnosti, navrieny a poprvé
zkoumany Petrem Hdjkem, hraje dlileZitou roli v metodach me-
chanizované formace hypotéz. V rémci této teorie byly navrie-
ny metody analyzy "mnohorozmérnych” kontingen&nich tabulek



pomoct vyZetFfovani hodnot jisté miry v mnoha odvozenych
ox2 tabulkéch (srovnej "asocialni resp. "implikaini’ GUHA
proceduru” v [8] ). Touto mirou v 2x2 tabulce muZe byt
pravé jakakoli asociativani mira.

2.2. POINAMKA © nAx;nALuicu‘nooNoTAcu MER V 2x2 TABULKACH

Tvrzeni ptededlého odstavce o asociativnosti mér CHI,
PSI1, INTERACTION, LOGINT a YULE, tedy o jejich monotonii
vi&i uspotéddani prostoru ttytpolnich tabulek 2 , doplnime
nyni informaci o jejich maximélnich nabyvanych hodnotéch.

Tvrz
T+oo
Toté
a

zeni_: INTERACTION nabyvad své maximalni moZné hodnoty
Y-"pro tabulky (T2) prévé kdy: a.d>0 a b.c = 0.

3 plati i pro monotonni transformace LOGINT (+)
YULE (+1).

Tvrzeni_: Mira PSI nabyvs své maximédlni moZné hodnoty +1
prive kdy:z a.d>0 a b=c=0.

M&jme dva dvouhodnotové znaky, oba nekonstantni ve vybé-
rovém souboru. Mira INTERACTION (LOGINT, YULE) nabyva sveé
maximadlni moZné hodnoty v pripadé, e ve vyb&rovém souboru
jeden znak logick jmplikuje druhy nebo naopak.

Mira PS1 (resp. P Txovaném soultu m=a+béctd) pak
nabyva své maximélni moZné hodnoty pravé kdyZ znaky jsou ve
vyb&rovém souboru Lgﬂjcky ekvivalentni.

2.3, SROVNANI MER A SiLY TESTU

V tomto odstavci srovnéme hodnoty nékterych mér a sily
nékterych testld. Pro zkoumané miry uvedeme nékolik nerovnos-
t4 platicich deterministicky, tj. v kaZidém vyb&rovém souboru.
Pokud tyto miry budou statistikami, uZivanymi v testech se
stejnymi kritickymi obory <K, +00 ), ziskame tim tvrzend
o sile t&chto testu.

Tvrzeni_: Pro kaidou 2x2 tabulku plati nasledujici ne-
rovhosti:
Ips1l £ |YULE]
YATESE CHI
W € CHI

a rovnost mezi PSI 4 YULE nastavad jen kdyZ PSI =0
nebo |PSI| = 1, rovnost mezi W a CHI jen kdyZ CHI = 0.

pikaz : viz [54] .



Tvrzeni_: Pro ka2dou RxC tabulku kladnych Zetnosti plati
WS0 € CHISQ
Dikaz : v rukopise.

Nerovnost poslednich tvrzeni mUZe "pokaZena” jen nahra-
fenim nékteré nulové Cetnosti nii hodnotou 0.5 pro WSQ
ak

statistiku. Nerovnost W % CHI plati vidy, viz defi-
njei W v odstavei 1.2. Pro RxC tabulky s nulovymi resp.
malymi Cetnostmi nékteri autoFi doporuluji prititat malé Eis-
lo (0.5) ke kazdé pdozorované tetnosti; v tom pFipad& by pla-
tila nerovnost WSQ £ CHISQR bez vyjimky.

Z uvedenych nerovnosti plyne:
pusledek: Test nezdvislosti v 2x2 tabulce 2aloZeny na

Pearsonové statistice CHI je stejnom&rné silnéj3i neZ test
zaloZeny na logaritmické interakci.

obdobné pro Pearsonliv a Yateslv test v 2x2 tabulce a -
s uvedenymi vyhradami - pro Pearsoniv a interakini test
v RxC tabulce.

Znalost obdobnych vztahl md vyznam nejen pro interpretaci
vysledkd vypo&td v konkrétnich datech, ale i pro konstrukci
efektivnich procedur : Chceme napt. zjistovat, zamité-li test
zalofeny na interakéni statistice WS@ hypotézu o nezévislos-
ti ("WS@ 2 CRIT ? "). Vypoletni Zas miZeme uspoiit, zjisti-
me-li nejdiive, zda CHIS@ 2 CRIT; pokud ne, pak fasové na-
ro&n&jdi vypolet WSQ vlbec neprovadime.

2.4. CHOVANY PEARSONOVY STATISTIKY VZHLEDEM KE KOLAPSOVAN]
KONTINGENENI TABULKY

Tvrzeni: Bud S, hodnota statistiky CHISa v tabulce RxC,

S hodnota statistiky CHISQ@ v tabulce (R-1)xC, které
vgnikla 2z pfedchozi kolapsovanim dvou Fadki.

Pak S, = 5 @ rovnhost nastadva pravé kdyZ jsou oba kolapso-
vané Fldky shodné aZ na multiplikativni konstantu.

pusledek: Bud S, hodnota statistiky CHIS@ v tabulce

RxC, S, hodnota CHISQ v tabulce rxc (kde 2=r€R, 2<c%(),
kterd vznikla z pfedchozi kolapsovanim. Pak S4 2 Sye

potet stupnl volnosti v kolapsované tabulce je oviem
nit$i neZ v pivodni, ze srovnani statistik CHIS@ proto ne-
plyne nic o sile testid. Nejvy35i dosatend hladina vyznamnosti
se mU2e kolapsovénim sniZit 1 zvy$it.

S



UvaZujme nyni RxC tabulku T, ve které je CHISQ # O,
a mno2inu X v3ech 2x2 tabulek kolapsovanych z tabulky T.
Téchto tabulek je (zR-z)@ﬁ-z .V dal3im si v3imneme vlast-
nosti 2x2 kolapsované tabulky s maximadlni nabyvanou hodno=-
tou CHISa. Nechf t je déle nékterd tabulka z mnoZiny X,
ve které mira PSI (a tudi2 1 CHISQ) nabyvd maximdlni hod-
noty, maximum je uvaiovéno pfes mnoiinu X.

Tvrzeni: Necht v RxC tabulce 'T je prvnich V Fadkd
shodnych a2 na multiplikativni konstantu (tj. jdeoo tyf vek=
tor ndsobeny obecnd rUznymi skdary), obdobné prvnich W
stoupci. Necht CHisa # 0 . Nech{ t je kolapsovana 2x2
tabulka s maximdlni hodnotou CHISA. Potom Padky 1,.e.,V
tabulky T byly kolapsoviny do téZe Ffadky tabulky t a ob-
dobné sloupce 1,...,W tabulky T byly kolapsovany do té-
hoZ sloupce tabulky t.

shrnme si ndkteré disledky, které Jyplyvaji 2 jiz uve-
denych tvrzeni pro "PSIl-optimadlni"” kolapsovanou 2x2 ta-
bulku t :

(a) Pro Libovolnou tabulku y¢ X plati : t je asociativné
lep3i1 ne2 <& nebo t je s o nesrovnatelna. (srv.od-
stavec 2.1). .

(b) Lze-li RxC tabulku T permutacemi Fadki a permutace-
mi sloupcl phlevést na tvar blokové diagonalni matice,
pak t mad v obou politkdch vedlej$i diagonaly nuly.
(srv.odstavec 2.2.)

(¢) Shodné - ptipadné aZ na multiplikativni konstantu shodné~
rfadky jsou "kolapsovany spoleiné", obdobné pro sloupce.
(srv.posledni tvrzeni.)

3. PROCEDURA COLLAPS

—-— - 3 2 -3 33 5]

3.1. OBECNA FORMULACE ULOHY

Je dana RxC tabulka (T1) a parametry r,c,N,CRIT,
MEASURE; 2%r=R, 2%c¢<C, N1 pfrirozens, CRIT 20 redlne¢,

MEASURE je mira na rxc tabulkéach.
(@m;;:Ej:EEﬁZF?E)

Prfedstavme si, Ze viechny moiné rxc tabulkylbyly uspo-
rfédany do posloupnosti podle klesajici hodnoty MEASURE.
7 této posloupnosti uvaZujme pouze prvnich N tabulek a z nich
pak pouze ty s hodnotou MEASURE vE&t3{ nebo rovmou CRIT.

UvaZované kolapsované tabulky povaZujeme za Feseni uUlohy
optimdlniho kolapsovani.


















