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1. dvod
0dhad parametr v nelineédrnich regresnich modelech patri

mezi zakladni dlohy feSené v mnoha oblastech védy a techniky.

V naprosté vét3ind piipadd se pouziva metody nejmendich Ctvercd

(MNC) v nejjednodussim tvaru (bez statistickych vah méreni).

Tato metoda véak &asto vede, zejména pro malé vybéry (maly pocet

experimentalnich bodd), k vychylenym odhaddm. Dlvody jsou v tom,

Ze: a) regresni model nevystihuje pfesn& chovani sledova-

ného systému (je vice i méné zdarilou aproximaci
jisté neznamé funkCni zavislosti)

o) jednotliva data ve vybéru se neridi pfedpoklady, za nichZ byla
MNE odvozena (jde zejména heteroskedasticitu a poruSeni podmi-
nek normality)

c) kromé nahodnych chyb méfeni se v datech vyskytuji také hrubé
odchylky (jejichZ zdrojem mdZe byt i vnitfni variabilita sle-
dovaného systému).

Pro odhad parametri lze v t&chto pfipadech pouZit robustni metody
(numerické postupy pro nelinedrni modely uvadi napf, Dennis a
welch /1/).

vV posledni dobé se v literatuie objevuji prace pojednavajici o
pouziti technik sniZujicich vychylenost bodovych odhadd (metody
typu Jackknife a Bootstrap) pro linearni i nelinearni Eegresni
modely /14-16/.

V tomto piispévku je uveden prehled zakladnich variant technik
Jackknife a Bootstrap. Je popsén program umoznujici stanoveni
regresnich odhadd metodou nejmendich Etvercld a pomoci téchto
technik. Na jednom modelu (se simulovanymi daty) je provedeno
porovnani odhadd ziskanych rGznymi postupy s ohledem na jejich
vychyleni,



2. SnizZovani vychvlenosti bodovych odhadd.

riéjme ndhodnou velidinu X , kterd ma frekvencni tunkci
J/YW' /féxfCZ) U&elem je nalézt odhad 69 neznamého parametru

& na zakladé vybéru sestaveného z & realizaci (i, .. - £, )
t¢to nahodné veliciny. Odhad <9 se pofita podle jisté funkce
59 §( ) Pokud je é? vychyleny, plati, Ze

E(@ 6) - £(8) # 0 (1)

kde f?(;) je operator matematického ofekavani a ,4Z(Z7) je vy-
chyleni, které je funkci také velikosti vybéru A . Cbeené lze
jednotlivym pozorovanim ve vyb&ru prifadit kladné vahy (Z;;“;?QLL
Zakladni problém je v tom, Ze Casto nezname piesny tvar‘¢4Qp) .
Na zaklad® vybéru v8ak mdzZeme definovat empirickou frekvenini
funkci

glu)=(7/Z %) 2 - (woi)

kde C?(26 V() je Dlracova funkce.,

Parametr C7 \f<}416)) pak«gﬁhaduJeme pomoci funkce
(wl)= f«%, Ky, W, B
Je zfejmé, Ze 01m bude ;?(uu') bléZe k Jﬂ(bé)(napr. ve smyslu

Prochorovovy metriky /6/), tim se bude vice é;‘—dk & ,
Pro stanoveni vychylenl,xg 59) uvazujme frekvenéni funkci Aﬁé&).

v =7, N
/

ktera je dana vztahem (
A le) = (1~E)f () + € gl 3)

Odhad *ﬂ?45(“5k) zalozeny na této frekvenéni funkci lze vyjadrit
Taylorovym rozvojem /6/

(/é(ua)) y(ﬁ;g))+5/} # Z'/DZ/{ . (4)
kde /4 'A jsou derivace éﬂﬁékzy. Napf. parametr,A V/&ﬁg}()%ﬁ‘

obsahu;e tzv. von Miessovu derivaci prvniho fadu 9446)
Pokud je /4{£~) blizké J/?h> , lze pro -1 vyjadiit rozvoj (1)

ve tvaru
Ilgl))= /J}@)g&e ot + £ [ 2elgp ol e )
Dosazenim za () =z rov. (2) a dpravami vyjde

Seyla) s gEN Y ()

:&f»‘ (€ . / (B
é; u: 2, (’f;‘ab.) (6)




Poznamka: Funkce yl,)) vyjad?uje vliv hodnoty ¢t, na odhad
& . Proto ji Hampel /9/ nazval vlivova funkce.
Jde vlastné o prvni von Miessovu derivaci ve sméru Diracovy funkce.

Lze dokazat, Ze L//(w ) = &m Z([j'/;/w )) g(/ﬁ/w))]/{f

Z rov. (6) je patrné, 2e vychyleni /ﬁ(f;) lze pro pripad, kdy
wy =7, =f N vygédvlt vztahem

a2,
%(@)-’A‘/—*‘/v—;*"' (7)

Vv roce 1956 navrhl Quenouille /2/ jednoduchy zplsob sniZeni moiné
vychylenosti bodovych odhadu, ktery vychazi z rozvoje (7).
Vysel pritom z odhadu Cj 5(/ ,..a§_¢/p6;+1/ . A/)' ktery
ziskal po vynechani i=-tého pogorovani £," . Jeho vychyleni lze
vyjadrit tvarem

T

/(&) (/V 7) " W-7f "

Snadno pak dokazal, Ze odhad

(8)

~n = 9
G =NE - (V-7)8 (9)

je méné vychyleny, protoZe jiZ neobsahuje prvni Clen rozvoje.
vychyleni /JQQ§2) je dano vztahem

~ ce -
AE) iyt R OHT) o

Postupnym opakovénim této techniky lze eliminovat i dalsi cCleny
rozvoje (/). ADy nedoslo ke ztraté eficience odhadu, je nutné
nahradit C%; prumérnou nodnotou éD

P

g-1Z6& (11)

~T
Tukey oznadil 6%} gako pseudonodnoty a f;& jako cackknife

odhad. Vv abstraktu /4/ predpokladal, Ze Yy jsou priplizné nammw&
néhodné veliéiny, pro které lze stanovit vybérovy rozptyl

ar(€) - 3 (6-&) a2)

Proc odhad konfidencnich intervalu lze pouzit statistiky

(€ - )55 Z (8- &)y

-7 (z) 2




ktera ma pifiblizné t-rozdéleni s -1 stupni volnosti,

Poznamka: Miller /8/ uvadi nékteré piiklady, které ukazuji,
ze odhad konfindenénich mezi podle rov. {13) ne~

musi byt vizdy lep$i neZ obvyklé odhady (zaloZené napr. na pred-

pokladu normality).

Rey /6/ navrhl zobecn&ni techniky Jackknife na pfipad, kdy vahy

m&¥eni %%  jsou nekonstantni. Misto vyneciavani bodld provéadi

Upravu wh pomoci faktoru (1+t)., Odhad égg‘ se pak uréi ze

({) f(cd// /1,/ f/ . '—7 (7+¢ )?” 2" %V_()la)

/’57"

vztahu

Odpov1d63101 pseudohodnoty C:%ﬁ‘ jsou definovany vztanem

2 /(fzerﬂ/@(g) / )(]/% (15)

Jackknife odhad 7 67»-33 pak vazeny pruner

é’;~ (//;Z‘/Z)Z (2(."’ (15a)

Odpovidajici vychylenl (:v@» ma tvar

ME )T L ree) 2R TV, o
bua Z wy (ch) e
Volbou t==-1 vypadne v rov, (16) druhy &len. Odhad Cznge pak
vézenou variantou plvodni Jackknife techniky. Pro odhad rozpty-

lu plati
—_ ~ o< 2 S A
%2”(%%3,):g§(@%5—u€6%?)/4(65%7)'igéﬂ? ;Cv(17)

Pro mald zapornd t lze vyjadiit odhad vychyleni 63 vici 69@27
vztahem /7/

/é\(é/\%):(é\*@wj) /Vf"z /VZ[)/Z) p/ (18)

Jagckel (viz /7/) navrhl tzv. infinitezimélni Jackknife odhad
62}7 ve tvaru
£ 0 /m%«/@c{) (18a)
7 >0
Roz&irFeni techniky vaZeného Jackknife odhadu na piipad, kdy



odhadované parametry tvori vektor, je publikovano v praci /6/.

Schucany, Gray a Owen /3/ stanovili, Z2e ze dvou vychyle-
nych odhadd 52 a
podke vztahu

% lze vypoéitat nevychyleny odhad ij

A

& -(C- ’?C)(/"—R) (19)

~

kde K= 6¥E;Z/Q{(zg )A je pomdr vychyleni odhad. ngdsnadno
dokézaet, Ze pro 67 & 69 ;?”“/%/ a R=(A- {gﬂh je ==é%;.

V téZe praci je navrien postup pro tvorou odhadd, Jejlchz vychy=

4

leni Aﬂ%é;g) neobsahuje prvnich .~% ¢&lend v mocninném rozvoji
/7/. Daldiho sniZeni vychylenosti odhadli lze docilit rozdélenim
vybéru do ;2 skupin o velikosti ~ (A= Ab;?) a vyluovéanim
celych skupin pri vypoétu pseudohodnot Pak

Aziz /b/ navrﬂl vyluégvaE/Qéechny skupiny kromé £-té. Pak

5 f("“/ 4)727‘7"' ﬂ} /:/“f (21)

s~ ?—20 %75 & "

Jak je zreJmé. je odhad é;; vypocetne\31021ty (zejména pro
velke A7),
V praci /5/ je dokazéno, Ze pro vdechna realna /0 > takova,

e O < Lm VL) < oo

~ /V‘?OO
je /g’(@y) </(€/) jen v pripadé, Ze /0<52(Z 7)//;
Za téchzZe podminek je v8ak /£YK9 /) /4??§éju) \pro/x7 # 1),
Aziz /5/ také navrhl, jak urcéit optimélni s ohledem na

z&

minimalizaci stredni kvadratické odchylky odhadd.

Daldi moznosti je odstranéni #7 prvki ve vyb&ru vsemi Cklfz)
moznymi zplsoby.

vyhody a nevyhody jednotlivych zpGsobd déleni vybéru do skupin
diskutuje napi. Rey /6/.

Jak je ziejmé z vy$e uvedendho, umoznuji techniky Jackknife sni-
zeni vychylenosti odhadt a stanoveni jejich rozptyld bez detail-
nich znalosti o vybérové frekvenéni funkci. Podminkou je vsak
splnéni piredpokladd, za nichZ byla odvomena rov. (7).



velmi blizka technikam Jackknife je metoda Cootstrap /10/.
Postup pfi jejim pouZiti lze vyjadifit posloupnosti téchto
krokl 11/
I. vytvofeni empirické vyb&rové frekvenéni funkce é?/ﬁf)/
napi. podle rov. (2) polozenim ﬂ§==7’(z =7 )
1I. Sestaveni nahodného vybéru o velikosti Nz /ﬁﬁz) , tedy
¥ ¥ *
tzv. Sootstrap vybéru(lky- VY AR # .)
dhadu Y *
Iil. Stanoveni odhadu . = ot c
. .. f("(ﬁ'f"‘w/”/) )
Iv., Opakovani krokld II a III pro 47 ﬁi 7 .. /M a ‘pak vypocet
Bootstrap odhadu '
o i i
£, = — ~
AN

Na rozdil od Jackknife se ndhodné vybéry tvori z mnoZiny @l;unqul)

(22}

s vracenim (tj. nékterd «{;,” se v Bootstrap vyb&ru vyskytuji
vickrat a n&ktera vibec ne). Vztah mezi é%g a 6%? je disku~
tovéan v praci /10/.

3., Odhad parametr v regresnich modelech.

ri&jme modelovou funkci }f(Lé;éy) a vybérova data (expgrimen=-
talni body) Ck%}zjé))zk7("ﬂ/ . Otelem je nalézt odhady &  mo-
delovych parametrd (¢ . v nejjednodusdim pfipadé lze uvazovat
model méreni ve tvaru

7 -p(6, ) & (23)

kde &, jsou nadhodné chyby, o nichz se obvykle predpoklada, ze
maji stejné rozdéleni s frekvenéni funkci J%Qﬁf) , a Ze

Z7(2§‘)==62; __Z?(%z);a;)::£7 sz;/'= 7 N

Odhad parametrd é; lze pro znémé_;%?ig) ziskat maximalizaci
vérohodnostni funkce

A N

= prac /7%/5') (24)
e P -7 ‘

Pokud é%eyvﬂgﬁg), vede Fedeni problému (24) na metodu nejmensich

gtvercd odchylek, kdy

P 0% B
& - run 2 [72/ ‘Fﬁg/@)/ (25)

Eec? 7



Lze dokazat, Z2e normalni rozdéleni je stabilni (definice sta-
pilnosti viz /12/) ve tifidé v8ech hustot s ohranicenym rozpty-
lem.
Ma druhe strané v8ak bylo stanoveno, 2e MNC poskytuje v piipadé,
zZe \7565) je Laplaceovo oboustranné rozdéleni, odhady s dvoj-
nasobnym rozptylem neZ metoda nejmensich absolutnich odchylek
"1 aproximace) /13/..
Je také znamo, Ze @93 ur&ené MNG jsou citlivé na vyskyt hru-
bych chyb a porusSeni predpokladu homoskedasticity.
Obvykle pouZivané robustni metody regrese nahrazuji soulet Ctver-
ct v rov., (25) jinou, méné& rychle rostouci funkci. To vede zej-
ména u nelinearnich modeld ke znpaénym numerickym obtizim,

Pfi pouziti technik Jackknife a Bootstrap se vychazi z
opakovaného fedeni rov. (25) pro rdzné¢ modifikovand data.
Prvni praci tykajici se aplikace Jackknife metody p#i odhadu
parametrd v linearnich regresnich modelech publikoval Miller /14/.
Ten vySel z modelu

- X0+ € (25a)
kde 72(4?7“"(;#)7—' @:(@@7)/'5 je chybovy

vektor a X je matice (A/X/K’) obsahujici jako tadky vektory
£, =(1¢75/...v%9i)/~ Metodou nejmendich &tverclh lze urdéit é;

podle vyrazu _
(X" X) 4 (26)

A

. — —7
Odhad é% vznikly vylouenim bodu (;%& UV{,) je mozno vypoli-
tat podle relace (viz /14/)

C & X X) (;Z 7" g ') (27)
7 - & Cx7x)V7.e”

l

A

Rov., (27) tedy umogﬁuje snadny vypocet de pfi znalosti &
z Mﬂ?. Z odhadu éfk' se dle rov. (9) snadno urli pseudohodnoty
5%3 a z nich pomoci rov. (11) linearizovany Jackknife odhad
é%LJ {pro linedrni regresni modely je ¢§27 = 6?7 }. Hinkley /15/
nazyva tento postup jako rovnovazny Jackknife.



v w . — . =7 -
Pro pi¥ipad, Ze jsou “vahy" &, ( X' X ) &, v jednotlivych
bodech "regresniho planu” X nestejné, navrhujg/ tzv. nerov=-
novazny Jackknife,pro ktery lze pseudohodnoty 52;5 vyjadiit

G - Exn(XTX) 5 (3 - B
l n

Odpovidajici Jackknife odhad éQVJ véak nesniZuje pro linearni

ftvaren

(28)

modely Z&dné vychyleni, protoZe plati
AI

~ A A
_ / ! ;
@/Vj = /-{7 gf @/VL = 6/; (29)

PouZiti nerovnovazného Jackknife odhadu je tedy vhodné pouze
piri vypo&tu rozptylu odhadl podle rov. (12&1

Miller /14/ dokazal, Ze Jackknife odhad é?} funkce fs"}VY;?/)
regresnich parametré 9 v linedrnim modelu Y= ,%73 £ je
asymptoticky normélni i pro piipad, 2e &£,  jsou negaussovske
nahodné velicliny. _

Pro nelinearni regresni modely ;Z(L%Téz) se obylejné vyuZiva li=-
nearizace pomoci Taylorova rozvoje /14, 16/

f-6 - (%72) %7 (30)
kde;z; 4}9 ;W(Q%,C7) ;ﬁ '/p( /62}/'°'5zﬁ’"'ﬁ?(;ﬁ¢ (7%)

je Jakoblan, Jehoz rédky tvori Vektory /ﬁ

f(?;@'f”/ &), %,){ﬂ( OJ %/;V(W 5)

xahradlme-ll v rov. (27) a (2u)‘matici X matici 4 , @ vek-
tory, M? pomoci vektord ;5' , 1lze snadno uréit odhady [7
i C;ka, aniz je nutno resit (n+1)krét iterativné rov. (25)
(pro vypocet 627 ). I pro odhady parametrl nelinearnich modeld
lze urélt odhady rozptyl@ podle rov. '(12) /17/. Rozdil mezi é%,
a é?LJ. je méritkem toho, nakolik je linearizace {30} dobrou
aproximaci (Lc/ C?) ~

Chambers /19/ navrhl pro aproximaci pseudohodnot 62' v neli=~

nearnich modelech vztah
~

&, - (’V'f)(“‘%) ) 7‘% (31)

Zde 92?3) resp. /}Z) Jsou matice ‘2% resp. yvektor 77 8
vynechanym i=-tym bodem (LC /J?) Dosazenim f?}b- do rov. (11)



~
rezultuje aproximativni Jackknife odhad 5997.

Pro stanoveni zrobustn&nych Jackknife odhadl se doporu=-
guje nahradit aritmeticky pramé&r v rov. (11) napf, 10%nim
useknutym prémérem nebo jinym robustnim odhadem polony /15/.

Pri odhadu regresnich parametrd technikou Bootstrap se
postupuje takto /10/.

I. Na zakladé plvodniho vybéru (%771) g: 7. & se metodou
MNC (podle rov, (%?)) stanqvi oqgad &

II. Uréi se rezidua E} ={?Z-}”6é;63) a jejich empirickéd frek-
venéni funkce é?(f?) podle rov. (2) (pfi %§'=47 2 =7 A).

II1.Z empirické frekvencni funkce é?(%ﬁ) se pomoci generatoru
nahodnych &isel sestavi Bootstrap vybér o velikosti N
(}3(?7. .. éﬁ?)) . Jde o vyb&r s vracenim. s

IV. Uréi se nové "ndhodné" proménné %'(/};‘//t—%?,ég)r c‘:g}ﬁ-/ﬁ)

V. Provede se odhad parametrﬁ é; z rov. (25) pro vyhér
Cdf; 7, 7;?/) 7=7... N . ziskany odhad oznatme 6[/).

v1. Provede se i opakovani (//;,4[ .. M) krokd III az V.,

&~
pootstrap odhad 5%3 je pak aritmetickym pramérem
s ’7
= =)
& =2 2 &F (32)
5 M/:7
a odpovidajici rozptyl lze vy€islit z vyrazu

wr (@) U‘%é (7% )7 (33)

kde ASC je rezidualni soudet &tvercd.

4, Program pro odhad modelovych parametrd.

Na zakladé vySe uvedenych vztah& byl sestaven program v ja-
zyce HPL pro stolni kalkulator P 9825 A, Ten umoZnuje vypoiet
odhadi (¥ (NG z rov. (25)), &, (z rov. (9) a (1)), &y
(z rov, (27) a (%;)), é%uj(z rov. (29) a (11)), é%zgv(azrov.
(31) a (11)) a 625 (z rov. (32)). P¥i vypo&tu odhadu 623 je
pouzito /7 =N Bootstrap vyb&rd. Pro pramérovani pseudohodnot
je pouZito jak aritmetického tak i 10%niho useknutého priaméru.
Pro odhady é; a é;é jsou kovarian&ni matice uréeny z rov.

(33) pro ostatni z rov. (12).












