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KA�DÝ PĚTADVACÁTÝ ČECH JE SLOVÁK
Josef Tvrdík

Včera jsem v závěru pořadu Oko uviděl na televizní obrazovce údaj, �e
v České republice nejpočetněj�í men�inou jsou Slováci, jich� je asi 400 000.
Okam�itě mi bleskla hlavou věta �Ka�dý pětadvacátý Čech je Slovák�.
A bezprostředně na to jsem se zděsil, jak nepřesného a nesprávného, prostě
nekorektního, vyjadřování se dopou�tím, byť jen v my�lenkách.

Výrok je v rozporu se základními představami popisné statistiky. Je vůbec
součet relativních četností roven jedné? V�dyť na Čechy v Česku zbývá jen
nanejvý�e 24/25, a kde je ten zbytek do jedné? Nebo jsou snad v�ichni
Slováci �ijící v Česku Če�i? Tak tudy raději ne, ať nenarazím.

Musím v tom udělat pořádek a jasně oddělit dvě různé veličiny, toti� státní
příslu�nost (anglicky nationality) a národnost (anglicky nationality). Pak by
ona věta mohla znít �Ka�dý pětadvacátý občan České republiky je Slovák�.
Ale je to opravdu u� v pořádku? Co já vím, zda v�ichni Slováci �ijící v Česku
jsou i českými občany? Od jakého věku se vlastně člověk začne počítat mezi
občany podle byrokratických zvyklostí? Tak snad raději �obyvatel� místo
�občan�. Ale kdo je obyvatel? Musí mít trvalé bydli�tě v Česku? A co
problematická formulace �ka�dý pětadvacátý�? Copak jsou v�ichni
uspořádáni do řady s pravidelnými rozestupy podle národnosti? U� to mám,
snad v nenapadnutelné podobě: �Přibli�ně 4 procenta lidí �ijících v České
republice jsou slovenské národnosti�.

Ale snahou o korektnost vyjadřování se něco ztratilo. Předev�ím stručnost,
ale i něco dal�ího. V původní formulaci je skrytě přítomný i postoj, �e Slováci
k nám patří a beru je jako na�ince. Snad podobný postoj mám nebo se naučím
mít i k jiným lidem. Vracím se k nekorektní formulaci, �e ka�dý pětadvacátý
Čech je Slovák.
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O JAZYKU BIOMETRIE A JEHO ZNEUŽÍVÁNÍ

David J. Finney

Souhrn

Každý vědní obor vyžaduje pro své pojmy, procedury a metody zvláštní
názvy. Ty se často přebírají z hovorového jazyka, takže výsledkem ne-
schopnosti rozlišit mezi specializovaným a běžným významem může být
zmatek v uvažování. Lavoisier vyvinul systematické a rozšiřitelné ná-
zvosloví pro chemii. Toto názvosloví nalezlo širší užití v podobě metafor,
takže dokonce ani chemikovi nemusí připadat nepřiměřené, když čte,
že . . . hrdina novely, muž se rtuťovitým temperamentem, upřel olověný
pohled na ocelové svaly svého soka.

Matematický slovník se vyvinul vypůjčováním jednoduchých běžných
slov, a statistika a biometrie pokračovaly v této praxi. Velmi rozšířený
odpor a nedůvěra k statistickým metodám, běžné mezi biology, mohou
být dále zhoršovány jazykovými dvojsmysly a obavami, že správné pou-
žívání technické terminologie je příliš obtížné.

Zakládací listina Mezinárodní biometrické společnosti stanoví naše cíle
jako „ . . . povznesení biologické vědy rozvíjením kvantitativních teorií,
aplikace, vývoj a šíření efektivních matematických a statistických me-
todÿ. Měli bychom proto podporovat správné užívání korektního tech-
nického jazyka, jak v mluvené, tak v psané podobě a potlačovat termino-
logické nejasnosti a dvojsmysly. Při výuce, recenzování i při spolupráci
s jinými vědci potřebujeme bez přílišného puntičkářství spojovat osobní
péči s konstruktivně kritickým přístupem; to znamená zavržení rozvláč-
nosti, která často činí části vědeckého textu nepřesnými a potenciálně
zavádějícími. Moje stanovisko je zřetelně vyjádřeno v příkladech. Budu
přitom citovat z publikovaných zdrojů, ale neuvedu přesné odkazy, aby
se nezdálo, že jsem příliš kritický k některým autorům.

2. Jazyk vědy

Z důvodu celistvosti a jasnosti by autorův psaný vědecký projev měl
hladce plynout, ať je či není psán jeho mateřským jazykem. Autor se
musí vyjadřovat přesně a srozumitelně a proto by měl vybírat taková

©c International Biometric Society, 1994.
Přeložili Marek Malý, Zdeněk Roth a Ladislav Tomášek.
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slova a slovní spojení, která vyjadřují myšlenky přesně, zejména se zře-
telem k odborným pojmům jeho vlastního oboru nebo jakékoli jiné jím
používané vědecké disciplíny.

Každý vědec se pravděpodobně setká s nesprávným použitím svého
technického slovníku novináři, občas přitom může být zneužití tak velké,
že vyžaduje publikovanou opravu. Žádný vědec však nemůže být spo-
kojen, když je jeho specializovaný slovník chybně užíván pracovníkem
jiného vědního oboru: takto vzniklé zmatky v terminologii a symbolice
se objevují v mnoha publikacích, nejen v populárních tiskovinách, ale po-
hříchu i ve vědeckých článcích, které tématicky pokrývají více než jednu
disciplínu. Dobře si pamatuji jednoho farmáře, člena komise pro výzkum
cukrové řepy, který způsobil veselí, když popsal půdu jako chudou na
obsah magnesia, zatímco měl říci manganu. Kéž bych si mohl být jistý,
že chemici v této komisi jsou zvyklí pečlivě rozlišovat mezi směrodatnou
odchylkou a střední chybou!

3. Biometrie

Moderní biolog nemusí být vzdělán v základech a interpretaci statistic-
kých technik vhodných pro jeho výzkum. Na svém počítači může použí-
vat softwarový systém, který mu byl doporučen jako prostředek zahrnu-
jící tyto techniky, a přesto nemusí být obeznámen se základy a činností
tohoto systému nebo systému použitého pro jeho data statistikem, se
kterým konzultuje. V důsledku toho mohou jeho publikace obsahovat
fráze a symboly, o nichž si myslí, že jsou to standardní statistické formu-
lace, ale které jsou ve skutečnosti zavedeny jen v jeho softwaru či dokonce
v nějaké nestandardní učebnici. Toto může čtenáře mystifikovat !

Nedávno jsem poprvé použil MINITAB a byl jsem udiven závěrem
uvedeným ve výstupu: Test je signifikantní pro p = 0.000 0! Tento pozo-
ruhodný výstup je možná původcem tvrzení v časopise CANCER z roku
1991, že p ≤ 0.000 0. Ostatně rukopis, který jsem recenzoval pro biolo-
gický časopis, obsahoval častá tvrzení, že p < 0.000 0. To může být vý-
sledkem zaokrouhlování na čtyři desetinná místa. Nevidím však žádnou
omluvu pro autory software, kteří si dovolují vytvářet absurdní výstupy
svádějící uživatele k domněnce, že se jedná o autentickou statistickou ter-
minologii. Některé výstupy dokonce pomíjejí rozlišení mezi pojmy test
a testová statistika.
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4. Redigování časopisů, vyučování a negramotnost

Víra, že hlavní náplní statistické analýzy je test statistické významnosti,
je stále příliš rozšířená. Je tato víra odpovědná za zvyšující se výskyt
formulací významnost je 0.021 1 nebo významnost byla jen 0.33? Mám
podezření, že takové statistické vulgarismy jsou transkripcemi výstupů
z programů, jejichž autoři jsou schopni naprogramovat statistickou arit-
metiku, ale nedostává se jim porozumění jejího významu. V jedné ne-
dávné vynikající přednášce ukázal význačný vědec v oblasti medicíny
diapozitiv s výčtem možných úmrtností a komentáři; ve sloupcích s úmrt-
nostmi byly údaje 1∗102 a 1∗103, které četl jako 1 ze sta a jeden z tisíce.
Editor biologického časopisu a jeho recenzenti, vybraní obvykle pro své
vynikající postavení v biologii, mohou přehlédnout opomenutí a neob-
vyklosti ve značení a terminologii; nicméně by měli vyžadovat vyjasnění
textu před přijetím k publikaci (Finney, 1993 či Finney a Harper, 1993).

Politováníhodná praxe, při níž jsou z článků vypouštěny prakticky
všechny numerické tabulky a místo nich jsou průměry prezentovány
pouze v blokových diagramech připomínajících mrakodrapy na Manhat-
tanu, vede často k tomu, že jsou tyto diagramy označovány jako his-
togramy ! Nevím, zda je či není toto mylné označení užíváno nějakým
konkrétním grafickým programovým systémem. Nedávno publikovaná
kniha Billard et al., 1994, sponzorovaná Mezinárodní biometrickou (sic)
společností a zamýšlená jako ilustrace dobré biometrické praxe, nejenom
dokumentuje (na straně 196) neznalost pojmu histogram, ale také obsa-
huje žalostné pravopisné nedostatky i jiné presentační chyby.

Biologové jsou běžně seznamováni s koncepcí regrese odkazem na čáru
představující závislost hodnot y-ových na x-ových. Použití slova směr-
nice jako synonyma pro regresní koeficient je nežádoucí, neboť tento
termín není snadno zobecnitelný na nelineární regresi. Pokud progra-
mový balík používá tento termín ve svém tištěném výstupu, může to
biologa podpořit ve víře, že je obecně akceptovatelný. Občas lze vidět
samotné slovo regrese použité na místě výrazu regresní koeficient , což
může rovněž podpořit ležérní způsob uvažování a vést dokonce k za-
nedbání důležitého faktu, že u koeficientu je potřeba jasně specifikovat
jednotky měření (např. cm/mg).
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5. Významnost

Biometrie je vázána ke speciálnímu užití slova významný . Mnoho biome-
trů a biologů automaticky předpokládá, že jakékoli publikované tvrzení
popisující rozdíl jako významný , znamená statisticky významný podle
běžně užívané či uvedené testové procedury a možná se dokonce do-
mnívá, že s pravděpodobností 0.05 . Nedávno jsem viděl vytištěno: Roz-
díl je lehce statisticky významný

(
p ≤ 0.0454

)
. Na jiném místě jsem četl

P = NS.
Harris, 1976, uvádí následující hlubokou myšlenku:
Při procentním vyjádření není žádný údaj menší než 40 procent
považován za statisticky významný. To vysvětluje, proč 40 procent
je hranice pro složení universitní zkoušky.
V jednom článku, nedávno publikovaném ve významném časopise, zů-

stává nejasné, zda autoři pojmem signifikantní míní: dostatečně velký,
aby byl prakticky zajímavý , jako je to běžné v hovorové mluvě, anebo
svědčící proti nevyslovené, leč implicitně zjevné nulové hypotéze. Autoři
napsali:

Pro účely těchto experimentů jsme definovali signifikantní stálou
změnu odpovědi na testovací podnět následovně. Jestliže (B ± b)
představuje průměr a směrodatnou odchylku 12 odpovědí v průběhu
první periody a (A± a) jsou průměr a směrodatná odchylka 12 od-
povědí v průběhu druhé periody, pak signifikantní stálé změny jsou
definovány jako ty, při kterých platí (A−B) > (a+ b).
Bylo by rozumné, aby editoři, autoři statistických programových sys-

témů a všichni, kdo učí biology nebo jim radí, vyžadovali vkládání slova
statisticky kamkoli, kde mohou vzniknout pochybnosti o významu textu.

Jen málo biologů shledává logiku testů významnosti snadnou. Četl
jsem článek, který obsahoval testy významnosti pro množství klasifikací.
Autor komentoval rozdíl, který byl nejméně významný , snad s odkazem
na ten test, který měl největší p -hodnotu (p -value) mezi všemi, pro
které p < 0.05. Jiný autor, snad inspirován špatně napsaným softwarem,
pohlížel na p jako na numerickou míru významnosti: uvedl dlouhou sou-
hrnnou tabulku se sloupcem nadepsaným Významnost, v němž vypsal
p -hodnoty pro skupinu standardních testů. Recenzent, který netrvá na
opravě a zlepšení takovýchto věcí, nepomáhá ani čtenáři ani autorovi.

Přehnaný důraz na statistické testování biologických dat může vést ke
komentářům, že se testu . . . nepodařilo dosáhnout významnosti . Chápe
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snad autor testy jako atlety, kteří se snaží ze všech sil uspět, ale občas
se jim to nepovede? Opačný extrém nelogičnosti se objevil v nedávné
reklamní kampani firmy SPSS. Úhledně vyvedený histogram byl dopl-
něn komentářem: Prošel testem chí-kvadrát na normalitu, představují-
cím zjevně tendenci považovat nevýznamný χ2 za silný důkaz toho, že
výchozí rozdělení bylo skutečně normální!

6. Náhodnost a pravděpodobnost

Velice často se objevují nepřesnosti při psaní o náhodnosti (randomness).
Pevně věřím v důležitost randomizace a nechci nyní přinášet argumenty
ve prospěch randomizace, ale apelovat na nezkreslené uvádění faktů.
Snažme se zajistit, aby se každý údaj o randomizaci nebo náhodném
výběru vztahoval k explicitnímu užití zcela náhodného postupu, tak ná-
hodného, jak jen je možné. Čtenář by měl vždy být na základě přísluš-
ného údaje informován, že proběhlo cosi velmi odlišné od čiré náhody či
nerozlišujícího vybírání.

Jiným běžným zdrojem nedorozumění je vyjadřování četnosti úspěš-
ných výsledků prostřednictvím termínu odds (šance) místo pojmu prav-
děpodobnost . Autor může být veden vírou, že odds je srozumitelnější
širšímu okruhu lidí než pravděpodobnost . To skutečně může platit v ang-
lofonním prostředí pravidelných návštěvníků dostihů a karetních hráčů,
ale má to svá úskalí při použití ve vztahu k přesnému kvantitativnímu
uvažování. Slova podstatná pro a proti jsou příliš často vypouštěna či
ponechána čtenářově představivosti. Jestliže čtu formulaci: Šance, že na-
stane jev E, je m ku n, chápu ji tak, že ve velmi dlouhé řadě nezávislých
pokusů se E častěji objeví než neobjeví v poměru m : n. V duchu si tu
formulaci překládám jako: Pravděpodobnost výskytu jevu E je m/(m+n).

V běžné mluvě bývají slova naděje (chance, šance ( odds)), pravděpo-
dobnost (probability, likelihood) a dokonce i riziko (risk) používána jako
synonyma. Další zmatky mohou vzniknout v souvislosti s epidemiologic-
kým termínem odds-ratio.1 Nemohu si odpustit zmínku o jednom pří-
kladu ilustrujícím, jak může být jazyk statistiky zneužit novináři a tvůrci
reklam. Britský systém podněcující plátce daně, aby státu poskytli bez-
úročné půjčky, jinak známý jako Premium Bonds (výherní poukázky),

1Tento termín bývá do češtiny překládán jako poměr šancí, křížový poměr, sázkové
riziko, poměr pravděpodobností expozice, interakce apod. Pozn. překl.
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nedávno změnil strukturu cen, takže v lednu 1994 nový oficiální leták
obsahoval atraktivní tvrzení, že:

Každá obligace v hodnotě jedné  L má svou vlastní a pro všechny
obligace stejnou šanci, že bude tažena jako prémie v měsíčním slo-
sování. Šance, že každá jednotlivá obligace v hodnotě jedné  L vyhraje
cenu, je 15 000 ku 1 v každém měsíčním tahu.
Nekontroloval jsem aritmetiku, ale řekl bych, že pravdou může být, že

šance proti výhře je „jenÿ 15 000 ku 1.

7. Různé

Zneužity mohou být dokonce i základní statistické pojmy. V časopise
zabývajícím se lidskou genetikou jsem četl:

Vážený pane,
podle definice je průměrná hodnota libovolného znaku optimální pro
daný druh a dané prostředí. Jaká je pak biologická nevýhoda vyso-
kého IQ?
Sherwin, 1994, pokáral statistiky za matení techniků slovy: „ . . . určitý

druh pedantství, které trvá na tom, aby byl běžný průměr nazýván arit-
metickým průměremÿ. Není větší pedantství v tom, když chemik přejme-
nuje louh sodný na hydroxid sodný? Musíme se nicméně mít na pozoru
před rizikem, že technický termín může být zavádějící, pokud je téměř
shodný s výrazem běžně užívaným v obecném hovoru. Jen málo lze udě-
lat, abychom zabránili nestatistikům v chybném užívání naší termino-
logie. Altman a Bland, 1991, například zjistili, že . . . analýza rozptylu
byla použita jako jméno pro určitý postup při hospodaření s nemocnič-
ními zdroji !

Čas od času sice můžeme my sami býti inovátory, ale třebaže me-
zery ve vzdělání limitují naše možnosti odvozovat termíny z klasických
jazyků, měli bychom vyvinout dostatečné úsilí a zabránit nejasnostem
volbou takových slov, která pravděpodobně nebudou svádět novináře,
aby je používali jako nové metafory či prázdná hesla. Povšiml jsem si, že
dokonce jeden z papežů moderní aplikované statistiky (Taguchi, 1987)
používá slova variace (variation) jako kdyby to byl přesně definovaný
pojem, snad synonymum pro rozptyl či směrodatnou odchylku.

Vyjadřování změn pomocí procent může být matoucí, pokud se po-
ruší konvence, že procentuální změna musí vždy být určena relativně
vzhledem k základní hladině. Uvažujme vlastnost (nemoc či jinou cha-
rakteristiku), která se vyskytovala u 65% lidí v populaci. O rok později se
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tento podíl změnil na 40%. Má se uvedená změna popisovat jako 25%-ní
nebo jako 38%-ní (=25*100/65) snížení? Pečlivý vědec by to měl popsat
tak, aby nezůstaly žádné pochybnosti o jeho interpretaci. Podobný slovní
obrat, oblíbený mezi novináři, ale ne neznámý ve vědeckých časopisech,
je konstatování, že určitý typ události byl v roce 1994 třikrát méně častý
než v roce 1993; domnívám se, že to má znamenat, že četnost v roce
1994 byla jednou třetinou četnosti v roce 1993, ale proč to tedy tak ne-
říci? O nic lepší se mi nezdá ani výrok . . . V průběhu tohoto období byla
úmrtnost na XXXX snížena více než na polovinu.

Ani matematické symboly nejsou odolné vůči nebezpečí nesprávného
užití. Symbol < je matematickou zkratkou pro slova je menší než , a v to-
mto významu by měl být umístěn mezi dva numerické či symbolické
výrazy, ale ne někam jinam. V časopise pro biologický výzkum jsem
nedávno viděl nevhodný zápis:

Všechny chyby byly < 5%.
Přemýšlel jsem, zda se autor později nebude odkazovat na jistý

∫

krok ve svých argumentech či zda by nějaký rostlinný fyziolog nemohl
příležitostně napsat o výzkumu obilninových √ů2.

Nepořádný pravopis, i když snad zřídka bývá příčinou nedorozumění,
může vést k chybnému užití jazyka, ať již ve vědeckém kontextu či mimo
něj. Při citování jiných vědců a při uvádění eponymicky pojmenovaných
metod považuji chybný pravopis za nezdvořilost. U terminologie, která
pochází z jiných jazyků než z angličtiny, musíme mít na paměti, že vy-
puštění čárek či jiných diakritických znamének může zmást některé čte-
náře, ačkoliv se musíme smířit s tím, že u mnoha jazyků s málo běžným
písmem je přijetí verze psané latinkou nevyhnutelné.
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ASYMPTOTICKÉ TESTY

Jiří Anděl

Při významných výročích známých osobností bývá zvykem, že žáci, přá-
telé a spolupracovníci přispějí publikací odborného či vědeckého článku
k poctě takové události. Není pochyb o tom, že Ing. Josef Machek,
CSc., takovou známou osobností české statistiky opravdu je. Není po-
chyb o tom, že sedmdesátka je významným výročím. Ing. Machek je
znám jako vynikající pedagog, který umí přiblížit svým posluchačům
klasické i moderní partie matematické statistiky s velkým citem pro je-
jich aplikovatelnost.
V posledních desetiletích se setkáváme ve statistické literatuře s někte-
rými novými odvozeními známých testových procedur i s publikací ori-
ginálních a užitečných testů. Ačkoliv metody, na nichž to je založeno,
se pokládají za všeobecně známé, není snadné najít příslušné literární
odkazy. Následující text se pokouší přiblížit celou tuto problematiku.
Děkuji Ing. Machkovi za zájem, s jakým sledoval vytváření předchozích
verzí tohoto příspěvku, i za poznámky, které vedly k jeho vylepšení. Do-
mnívám se, že je to typ statistických metod, které mu vždy byly blízké.

1. LR test

Nechť θ ∈ Ω, kde Ω je jednorozměrný parametrický prostor. Nechť l(θ) je
věrohodnostní funkce a L(θ) = ln l(θ) logaritmická věrohodnostní funkce.
Pro testování jednoduché hypotézy H0 : θ = θ0 proti alternativě H1 :
θ 6= θ0 se používá test založený na věrohodnostním poměru (tzv. LR
test, čili likelihood ratio test)

λ =
l(θ0)

l(θ̂)
.
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Dá se dokázat, že za platnosti H0 má za velmi obecných podmínek ná-
hodná veličina

(1.1) LR = −2 lnλ = 2[L(θ̂)− L(θ0)]

asymptoticky χ2
1 rozdělení. Schématicky jsou některé veličiny znázorněny

na obr. 1.

L(θ0)

L(θ̂)
1
2LR

θ0 θ̂
θ

Obr. 1

Pokud θ je k-rozměrný parametr, θ0 jeho skutečná hodnota a θ̂ jeho
maximálně věrohodný odhad, pak za platnosti H0

(1.2) LR = 2[L(θ̂)− L(θ0)]

má asymptoticky χ2
k rozdělení.

2. Waldův test

Z Taylorova vzorce dostaneme aproximaci

L(θ0) .= L(θ̂) + (θ0 − θ̂)L′(θ̂) +
1
2

(θ0 − θ̂)2L′′(θ̂).

Protože L′(θ̂) = 0, máme odtud

2[L(θ̂)− L(θ0)] .= −(θ̂ − θ0)2L′′(θ̂).
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Veličina na levé straně je rovnaLR. Vzhledem k tomu, že veličina−L′′(θ̂)
je odhadem Fisherovy informace I(θ̂), je Waldův test založen na statis-
tice

(2.1) W = (θ̂ − θ0)2I(θ̂),

která má za platnosti H0 asymptoticky χ2
1 rozdělení.

V případě k-rozměrného vektoru parametrů θ je Waldova statistika de-
finována vzorcem

(2.2) W = (θ̂ − θ0)′I(θ̂)(θ̂ − θ0),

kde I(θ) je Fisherova informační matice. Za platnosti H0 má W asymp-
toticky χ2

k rozdělení. Výhodou vzorce (2.2) ve srovnání s dále uvedeným
vzorcem (3.3) je to, že matici I(θ) není nutné invertovat. Nevýhodou je
to, že je třeba počítat hodnotu této matice v bodě θ̂. Jak výpočet tohoto
bodu, tak i výpočet matice I(θ̂) může být komplikovaný.

3. Skórový test

Tomuto testu se často říká test založený na Lagrangeových multiplikáto-
rech. Zdůvodnění tohoto názvu se najde v literatuře (např. Judge a kol.
1988). Vyjde se z aproximace založené na Taylorově vzorci

L′(θ̂) .= L′(θ0) + (θ̂ − θ0)L′′(θ0).

Jelikož L′(θ̂) = 0, máme odtud

θ̂ − θ0
.= − L

′(θ0)
L′′(θ0)

·

Proto

(3.1) W = (θ̂ − θ0)2I(θ̂) .=
[L′(θ0)]2

[L′′(θ0)]2
I(θ̂).

Víme, že −L′′(θ0) je odhadem Fisherovy informace I(θ0). Platí-li H0,
pak θ̂ je konsistentním odhadem θ0 a I(θ̂) je odhadem I(θ0). Proto se
pravá strana vzorce (3.1) dá aproximovat výrazem

(3.2) LM =
[L′(θ0)]2

I(θ0)
·
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Veličina LM (jejíž označení vzniklo z Lagrange multiplier) má za plat-
nosti H0 asymptoticky χ2

1 rozdělení.
Poznamenejme, že se u regulárních systémů hustot předpokládá, žeEL′(θ) =
0 a definuje se I(θ) = E[L′(θ)]2. Tyto střední hodnoty se berou při sku-
tečné hodnotě parametru θ. Platí-li H0, vzhledem k asymptotické nor-
malitě má pak L′(θ0)/

√
I(θ0) asymptoticky N(0, 1), takže čtverec této

veličiny, který je roven LM , má vskutku asymptoticky χ2
1.

Je-li θ vektor o k složkách, pak

(3.3) LM = [L′(θ0)]′[I(θ0)]−1L′(θ0)

má za platnosti H0 asymptoticky χ2
k rozdělení. Výhodou vzorce (3.3) je

to, že se v něm vůbec nevyskytuje hodnota θ̂, takže ji není nutné počítat.
Na druhé straně je vyžadována inverze Fisherovy informační matice. To
ale při nevelkém počtu parametrů nebývá problém.

4. Příklad: Výběr z N(θ, 1)

Nechť X1, . . . , Xn je výběr z N(θ, 1). Věrohodnostní funkce je

l(θ) =
1

(2π)n/2
exp

{
−1

2

n∑

i=1

(Xi − θ)2

}

a logaritmická věrohodnostní funkce je

L(θ) = ln l(θ) = −n
2

ln(2π)− 1
2

n∑

i=1

(Xi − θ)2.

Zabývejme se testem hypotézy H0 : θ = θ0 proti alternativě H1 : θ 6= θ0.
Nejprve vypočteme

L′(θ) =
∑

(Xi − θ), L′′(θ) = −n, I(θ) = E[−L′′(θ)] = n.

Z toho plyne, že θ̂ = X̄. Dále dostaneme

LR = 2[L(θ̂)− L(θ0)] =
∑

(Xi − θ0)2 −
∑

(Xi − X̄)2 = n(X̄ − θ0)2,

W = (θ̂ − θ0)2I(θ̂) = (X̄ − θ0)2n,

LM =
[L′(θ0)]2

I(θ0)
=

1
n

[∑
(Xi − θ0)

]2
= n(X̄ − θ0)2.
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5. Příklad: Výběr z Po(λ)

Nechť X1, . . . , Xn je výběr z Poissonova rozdělení s parametrem λ. Vě-
rohodnostní funkce je

l(λ) =
λ

�
Xi

X1! . . .Xn!
e−nλ.

Proto logaritmická věrohodnostní funkce a její derivace podle λ jsou

L(λ) = − ln(X1! . . . Xn!) + nX̄ lnλ− nλ,

L′(λ) =
nX̄

λ
− nλ, L′′(λ) = −nX̄

λ2 ·

Fisherova informace je

I(λ) = −EL′′(λ) =
n

λ2EX̄ =
n

λ
·

Ze vzorců (1.1), (2.1) a (3.2) postupně dostaneme testové statistiky pro
test H0 : λ = λ0 proti H1 : λ 6= λ0 ve tvaru

LR = 2n[X̄(ln X̄ − lnλ0)− (X̄ − λ0)],

W =
n(X̄ − λ0)2

X̄
,

LM =
n(X̄ − λ0)2

λ0
·

V tomto případě se všechny tři statistiky od sebe liší. Přitom každá z nich
má za platnosti H0 asymptoticky χ2

1 rozdělení.

6. Znaménkový test doplněný testem na pořadí

Pokusné osoby jsou dotazovány, kterému ze dvou ošetření A a B dávají
přednost. Přitom daný počet osob n1. nejprve vyzkouší A (a pak B)
a daný počet osob n2. nejprve vyzkouší B (a pak A). Celkový počet
dotazovaných osob je n = n1.+n2.. Odpovědi jsou sumarizovány v tab. 1.
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Tab. 1

Počet osob Počet osob
preferujících A preferujících B Celkem

Nejdřív A N11 N12 n1.

Nejdřív B N21 N22 n2.

Celkem N.1 N.2 n

V praxi bývá obvyklé volit n1. = n2.. Pokud preference nezávisí na po-
řadí, k hodnocení dat se používá znaménkový test. Ten je založen na tom,
že v případě stejných preferencí A i B platí N.1 ∼ Bi

(
1
2 , n
)
. Viz Anděl

(1998), str. 80. Test, který bere v úvahu možný vliv pořadí, publikovali
Rayner a Best (1997).
Obecně však u osob, které dostanou nejdřív A, je pravděpodobnost prefe-
rence A rovna p11 a pravděpodobnost preference B je rovna p12 = 1−p11.
Podobně u osob, které dostanou nejdřív B, je pravděpodobnost prefe-
rence A rovna p21 a pravděpodobnost preference B je p22 = 1 − p21.
Protože jde o dvě nezávislá binomická rozdělení, je v tomto případě vě-
rohodnostní funkce

l =
n1.!

N11!N12!
pN11

11 pN12
12

n2.!
N21!N22!

pN21
21 pN22

22 .

Místo pravděpodobností p11 a p12 zaveďme dva nové parametry θ a φ.
Parametr φ bude vyjadřovat vliv pořadí, v jakém byla ošetření apliko-
vána, na preference. Parametr θ pak bude vyjadřovat vliv rozdílu mezi
přípravky. Položme

p11 =
1
2

+ θ + φ, p12 =
1
2
− θ − φ,

p21 =
1
2

+ θ − φ, p22 =
1
2
− θ + φ.

Pak logaritmická věrohodnostní funkce bude

L(θ, φ) = ln l = ln
(

n1.!
N11!N12!

n2.!
N21!N22!

)

+N11 ln
(

1
2

+ θ + φ

)
+N12 ln

(
1
2
− θ − φ

)

+N21 ln
(

1
2

+ θ − φ
)

+N22 ln
(

1
2
− θ + φ

)
.
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Odtud se dostanou věrohodnostní rovnice

∂L(θ, φ)
∂θ

=
N11

1
2 + θ + φ

− N12
1
2 − θ − φ

+
N21

1
2 + θ − φ −

N22
1
2 − θ + φ

,

∂L(θ, φ)
∂φ

=
N11

1
2 + θ + φ

− N12
1
2 − θ − φ

− N21
1
2 + θ − φ +

N22
1
2 − θ + φ

·

6a. Test na efekt ošetření.

Chceme testovat hypotézu H0 : θ = 0 proti alternativě H1 : θ 6= 0. Víme,
že LM test je založen na

U =
∂L

∂θ

∣∣∣∣
θ=0

=
N11

1
2 + φ

− N12
1
2 − φ

+
N21

1
2 − φ

− N22
1
2 + φ

·

Za platnosti H0 je

N11 ∼ Bi
(

1
2

+ φ, n1.

)
, N12 = n1. −N11,

N21 ∼ Bi
(

1
2
− φ, n2.

)
, N22 = n2. −N21,

takže

U =
(

1
1
2 + φ

+
1

1
2 − φ

)
N11 +

(
1

1
2 − φ

+
1

1
2 + φ

)
N12 −

n1.
1
2 − φ

− n2.
1
2 + φ

,

var U =
(

1
1
2 + φ

+
1

1
2 − φ

)2

n1.

(
1
2

+ φ

)(
1
2
− φ

)

+
(

1
1
2 − φ

+
1

1
2 + φ

)2

n2.

(
1
2

+ φ

)(
1
2
− φ

)

=
n(

1
2 + φ

) (
1
2 − φ

) ·

Veličina U i její rozptyl obsahují neznámý parametr φ. Ten za platnosti
H0 odhadneme z věrohodnostní rovnice ∂L

∂φ = 0, tj. z

N11
1
2 + φ

− N12
1
2 − φ

+
N21

1
2 − φ

− N22
1
2 + φ

= 0.
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Odtud dostaneme pro φ maximálně věrohodný odhad

φ̂ =
N11 +N22 −N12 −N21

2n
·

Dále máme

1
2

+ φ̂ =
N11 +N22

n
,

1
2
− φ̂ =

N12 +N21

n
·

Testová statistika pro H0 je

U∗ =

N11 −N22

N11 +N22

n

− N12 −N21

N12 +N21

n√√√√
n

N11 +N22

n

N12 +N21

n

=
2(N11N21 −N12N22)√
n(N11 +N22)(N12 +N21)

·

Pokud |U∗| ≥ u
(
α
2

)
, zamítáme H0 na hladině, která je asymptoticky

rovna α. Analogicky se dají konstruovat i jednostranné testy.

6b. Test na efekt pořadí.

Jde o test hypotézy H ′0 : φ = 0 proti alternativě H ′1 : φ 6= 0. Test se
založí na veličině

V =
∂L

∂φ

∣∣∣∣
φ=0

=
N11

1
2 + θ

− N12
1
2 − θ

− N21
1
2 + θ

+
N22

1
2 − θ

·

Platí-li H ′0, je

N11 ∼ Bi
(

1
2

+ θ, n1.

)
, N12 = n1. −N11,

N21 ∼ Bi
(

1
2

+ θ, n2.

)
, N22 = n2. −N21.
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Proto

V =
(

1
1
2 + θ

+
1

1
2 − θ

)
N11 −

(
1

1
2 + θ

+
1

1
2 − θ

)
N21

− n1.
1
2 − θ

+
n2.

1
2 − θ

,

var V =
(

1
1
2 + θ

+
1

1
2 − θ

)2

n1.

(
1
2

+ θ

)(
1
2
− θ
)

+
(

1
1
2 + θ

+
1

1
2 − θ

)2

n2.

(
1
2

+ θ

)(
1
2
− θ
)

=
n(

1
2 + θ

) (
1
2 − θ

) ·

Parametr θ odhadneme z věrohodnostní rovnice ∂L
∂θ = 0, což při φ = 0

dává
N11

1
2 + θ

− N12
1
2 − θ

+
N21

1
2 + θ

− N22
1
2 − θ

= 0.

Po vyřešení se pro θ dostane maximálně věrohodný odhad

θ̂ =
N11 +N21 −N12 −N22

2n
·

Proto
1
2

+ θ̂ =
N11 +N21

n
, 1

2
− θ̂ =

N12 +N22

n
·

Testová statistika pro H ′0 je

V ∗ =

N11 −N21

N11 +N21

n

− N12 −N22

N12 +N22

n√√√√
n

N11 +N21

n

N12 +N22

n

=
2(N11N22 −N12N21)√
n(N11 +N21)(N12 +N22)

·

V případě |V ∗| ≥ u
(
α
2

)
zamítáme H ′0 na hladině, která je asymptoticky

rovna α. Analogicky lze konstruovat i jednostranné testy.
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6c. Numerická ilustrace.

Po běžeckých závodech dostalo 60 atletů nápoje A a B. Dá se očekávat,
že po závodě budou atleti žízniví a že víc ocení první podaný nápoj tišící
jejich žízeň. Nelze tedy vyloučit efekt pořadí. Výsledky průzkumu jsou
v tab. 2.

Tab. 2

Počet osob Počet osob
preferujících A preferujících B Celkem

Nejdřív A 27 3 30
Nejdřív B 10 20 30
Celkem 37 23 60

Po dosazení vyjde

U∗ =
2(27× 10− 3× 20)√
60(27 + 20)(3 + 10)

= 2.19,

V ∗ =
2(27× 20− 3× 10)√

60× 37× 23
= 4.51.

V obou případech je překročena kritická hodnota u(0.025) = 1.96. Je
tedy prokázán jak rozdíl v preferenci nápojů, tak efekt pořadí. Kdyby
se aplikoval na data jen znaménkový test, hodnotilo by se jen to, že 37
atletů preferuje A a 23 atletů preferuje B. Podle vzorce (7.10) na str. 81
knihy Anděl (1998) by se vypočetla hodnota

2× 37− 60√
60

= 1.81.

Absolutní hodnota z tohoto čísla nepřekračuje kritickou hodnotu 1.96,
takže samotný znaménkový test by efekt ošetření neprokázal.

7. McNemarův test

Nechť četnosti nij ve čtyřpolní kontingenční tabulce (viz tab. 3) mají
multinomické rozdělení s pravděpodobnostmi pij uvedenými v tab. 4.
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Tab. 3 Tab. 4

n11 n12 n1. p11 p12 p1.

n21 n22 n2. p21 p22 p2.

n.1 n.2 n p.1 p.2 1

Hypotéza H ′0 : p1. = p.1 je ekvivalentní s hypotézou H ′′0 : p12 = p21.
Provedeme reparametrizaci modelu. Položíme p12 = p + δ, p21 = p − δ
a třídy (1,1) a (2,2) sdružíme v jedinou. Náhodný vektor (n12, n21, n11 +
n22)′ má pak trinomické rozdělení s parametry (n; p + δ, p − δ, 1 − 2p).
Hypotézy H ′0 i H ′′0 jsou ekvivalentní s H0 : δ = 0. Věrohodnostní funkce
je

l(p, δ) =
n!

n12!n21! (n11 + n22)!
(p+ δ)n12(p− δ)n21(1− 2p)n11+n22

a logaritmická věrohodnostní funkce je

L(p, δ) = ln l(p, δ) = const. + n12 ln(p+ δ) + n21 ln(p− δ) + (n11

+ n22) ln(1− 2p).

Odtud dostaneme

∂L(p, δ)
∂δ

=
n12

p+ δ
− n21

p− δ
,

∂L(p, δ)
∂p

=
n12

p+ δ
+

n21

p− δ −
2(n11 + n22)

1− 2p
·

K testu H0 se využije veličina

S =
∂L(p, δ)
∂δ

∣∣∣∣
δ=0

=
n12 − n21

p
·

Její rozptyl je za platnosti H0 roven

var S =
1
p2 [var n12 − 2cov(n12, n21) + var n21]

=
1
p2 [np(1− p) + 2np2 + np(1− p)] =

2n
p
·
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Alternativně bychom při výpočtu tohoto rozptylu mohli postupovat také
tak, že bychom nejprve vypočetli

∂2L(p, δ)
∂δ2 = − n12

(p+ δ)2 −
n21

(p− δ)2 ·

Odtud bychom dostali Fisherovu míru informace o parametru δ

−E∂
2L(p, δ)
∂δ2 =

n(p+ δ)
(p+ δ)2 +

n(p− δ)
(p− δ)2

,

což při δ = 0 dává rovněž hodnotu 2n/p.
Parametr p odhadneme z věrohodnostní rovnice ∂L(p, δ)/∂p = 0, která
za platnosti H0 zní

n12

p
+
n21

p
− 2(n11 + n22)

1− 2p
= 0.

Jejím řešením dostaneme maximálně věrohodný odhad p̂ parametru p ve
tvaru

p̂ =
n12 + n21

2n
·

Jako testovou statistiku nemůžeme použít rovnou S/
√
var S, protože

obsahuje neznámý parametr p. Nahradíme-li ho maximálně věrohodným
odhadem, dostaneme statistiku

MN =
n12 − n21

p̂

/√
2n
p̂

=
n12 − n21√
n12 + n21

,

což je McNemarova statistika mající za platnosti H0 asymptoticky roz-
dělení N(0, 1).

Poděkování. Práce byla vytvořena v rámci grantu GAČR 201/97/1176
a výzkumného záměru CEZ:J13/98:113200008.
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