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ROBUST 2010 — PAR SLOV UVODEM

Ve dnech 31. ledna — 5. Gnora 2010 se v aredlu klastera redempto-
ristt Hora Matky bozi v Kralikich uskutecnila Sestnactd zimni Skola
JCMF ROBUST 2010. Tato akce byla organizovana skupinou pro vypodéetni
statistiku CMS JCMF za podpory CQR, CStS a KPMS MFF UK. Tak jako
v minulosti, i tentokrat byl ROBUST vénovan vybranym trendim mate-
matické statistiky, teorie pravdépodobnosti a analyzy dat. Pocet ucastniki
z Gtyt evropskych zemi (Ceské republiky, Slovenska, Svycarska a Velké Bri-
tanie) presahl stovku.

Mezi ucastniky bylo k nasi velké radosti mnoho mladych tvari. Témeér
polovinu tcastnikt totiz tvorili pregradualni a postgradualni studenti ¢i ti,
ktefi teprve nedavno obhajili doktorskou praci.

Pozvani prednést prehledné prednasky prijali:

e Prof. RNDr. Jana Jureckovd, DrSc., Univerzita Karlova, Praha (CZ).

e Doc. RNDr. Marian Grendar, PhD., Univerzita Mateja Bela, Banska
Bystrica (SK).

e RNDr. David Kraus, PhD., Polytechnika, Lausane (CH).

e Dr. Jon McLoone, Wolfram Inc. (UK).

e Doc. RNDr. Ivan Zezula, CSc., Univerzita P. J. Safrika, Kogice (SK).

Vedle toho bylo pfedneseno 40 delsich prispévkt a 31 kratkych sdéleni dopl-
nénych posterem.

V soutézi o nejlepsi praci studentt a doktorandt odborna komise ve slozeni
doc. RNDr. Martin Janzura, CSc., UTIA AV CR, piedseda, Ing. Z. Roth, CSc.,
SZU, a doc. RNDr. V. Witkovsky, CSc., MFF UKo) ocenila préace nasleduji-
cich doktorandi (v abecendnim potadi):

Lenka Filovd (MFF UK v Bratislavé)
Jan Kaluza (MFF UK v Praze)
Stanislav Nagy (MFF UK v Praze)
Petr Novak (MFF UK v Praze)
Jakub Petrasek (MFF UK v Praze)
Jana Timkovad (MFF UK v Praze)
Ondfej Vencalek (UPOL Olomouc).

Hodnotné ceny vénovaly spole¢nosti Elkan (http://www.elkan.cz) a SAS
CR (http://www.sas.com/offices/europe/czech/).

Mnoho ¢asu téz bylo vénovano diskusim. Pondélni vecéer byl zasvécen his-
torii klastera redemptoristtt Hora Matky bozi v Kralikach a historii ¢eskoslo-
venskych opevnéni v okoli. Do opevnéni Hurka nas zavedl, diky mimotradné
nadilce snéhu az ¢tvrteéni, vylet. Uterni vecer byl vénovan pamétce doktora
Ivana Saxla a jeho milované historii statistiky a pravdépodobnosti. Ve stfedu
veéer vystoupili zastupci firmy SAS CR, kteii predvedli nestandardni moz-
nosti vyuziti jejich programu. Vedle odbornych diskusi se téz konaly debaty
volngjsi. Za zminku stoji predevsim ¢tvrteéni vecer, ktery vyplnilo vystoupeni
skupiny FAB s robustni oporou.



Sbornik, s jehoZ vydanim se ptivodné nepocitalo, vychazi tak fikajic per-
partes. Cast pifspévki naleznete zde jako tieti &islo leto¢niho Bulletinu CStS,
zbytek pak doufejme jako podzimni ¢islo ¢asopisu AUC. Z ¢lankd, jez byly
zaslany do ¢asopise AUC, uvefejiiujeme alespon abstrakty.

ROBUST 2010 by se neuskutec¢nil a jeho publikace by neexistovaly, ne-
byt pomoci mnoha lidi. Zvlasté bychom chtéli podékovat vsem ktefi ¢lanky
recenzovali, pani Hané Bilkové za pomoc s piipravou definitivni verze pro
tisk a pracovnikim tiskarny Vézenské sluzby v Praze na Pankraci za jeho
vytisténi. Diky nim vam mizeme popiat pfijemné c¢teni.

V Praze 1. srpna 2010 Jaromir Antoch a Gejza Dohnal
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JEDNOFAKTOROVA HETEROSKEDASTICKA
ANOVA - INTERVALY PRE VARIANCNE
KOMPONENTY

Barbora Arendacka

Klicové slovd: Zovseobecnend inferencia, varianéné komponenty, heteroske-
dasticita, nevyvazeny ANOVA model.

Abstrakt: V ¢ldnku sa zaoberame vlastnostami a vzdjomnym porovnanim
3 zovSeobecnenych intervalov spolahlivosti pre medziskupinovil varianciu
v heteroskedastickom jednofaktorovom ANOVA modeli s ndhodnymi efekt-
mi. V kratkosti tiez porovname uvazované intervaly s ich homoskedastickymi
verziami v situécii, ked je analyzovany model v skuto¢nosti homoskedasticky.

Abstract: The paper focuses on properties and mutual comparison of 3 ge-
neralized confidence intervals for the between-group variance in a one-way
heteroscedastic ANOVA model with random effects, including a comparison
of the considered intervals with their homoscedastic counterpats, when the
within-group variances are in fact equal.

1. Uvod

Jednofaktorovy heteroskedasticky ANOVA model s ndhodnym efektom sa
vyuziva pri spajani merani rovnakej kvantity ziskanych z viacerych zdro-
jov/laboratdrii, pozri napr. [5]. Variabilita jednotlivych pozorovani sa potom
sklada z variability medzi jednotlivymi laboratériami a z variability v prislu-
$nom laboratdriu, pricom model umoznuje zachytit ¢asto realisticky predpo-
klad, Ze variability v jednotlivych laboratdridch st rdzne. Uvazujeme teda
model

(1) Y”:u—&—al—ke”, Z:L,k22, j:L,?’LZzQ

kde realizdciou ndhodnej premennej Y;; je j-te pozorovanie v i-tom labora-
tériu, oy ~ N(0,0%), i = 1,...,k, s navzdjom nezavislé ndhodné efekty a
€ij ~ N(0,02), i = 1,...k, 5 = 1,...,n;, st navzajom nezévislé ndhodné
chyby, nezavislé tiez od ndhodnych efektov. Parameter p(€ R) je nezndma
spoloéna hodnota a o varianénych komponentoch predpokladame, ze 0% > 0
ac?>0,4=1,..k V Standardnom maticovom z&pise potom pre vektor
pozorovani Y mame

(2) Y ~ N(l’muv U%ZZT + diag{gflnn L] O—I%Ink})

kden = Zle n;, 1n 0znacuje n x 1 vektor jednotiek a Z = diag{1,,, ..., 1n, }-
Okrem odhadu spoloénej hodnoty meranej kvantity (1), moze byt tiez zia-
duce odhadntt velkost medzilaboratérnej variability (0%). V dalSom sa bu-
deme zaoberat préve intervalovymi odhadmi pre 01247 pricom sa zameriame
na intervaly odvodené metédou zovSeobecnenej (fiducidlnej) inferencie, pozri
4, 3, 7.
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Pri odvodzovani zovSeobecnenych konfiden¢énych intervalov sa vychadza zo
systému Strukturalnych alebo pivotalnych rovnic. Strukturélne rovnice popi-
suju mechanizmus generovania dat, t.j. pre ndhodny vektor X, ktorého dis-
tribdcia zavis{ na neznamych parametroch 6, maju tvar X = g(U, 0), kde g je
meratelnd funkcia a U je ndhodny vektor so zndmou distribuciou nezévislou
na 6 (pozri [3]). V najjednoduchsom pripade ma systém jediné rieSenie v 6:
6 = g~ (X, U), ktoré pre dané, napozorované data = uréuje zovieobecnené fi-
duciélne rozdelenie pre @ ako rozdelenie g ~!(z, U*), kde U* oznaduje nezavisli
képiu U. Jednotlivé zlozky ¢! (X, U*) definuju zovieobecnené fiducialne pi-
voty pre jednotlivé zlozky parametra 6. Zovseobecneny konfiden¢ny interval
pre napr. prvu zlozku 6, tvori prislusny dolny a horny kvantil podmiene-
ného rozdelenia g; ! (X, U*) pri danom X, kde index 1 oznaéuje prvii zlozku
g *(,+), pozri tiez [4]. V pripade pivotalnych rovnic, F(X,6) = U, je
situécia obdobné. V konkrétnych pripadoch X predstavuje bud priamo napo-
zorované data, alebo Statistiky zalozené na napozorovanych datach. Druha
moznost je nevyhnutnd, ak chceme na odvodenie intervalov pouzif systém
rovnic s jedinym rieSenim v nezndmych parametroch.

Ak je parametricky priestor ohrani¢eny, napr. 61 > 0, moZe sa stat, Ze pre
niektoré hodnoty X a U* bude g;*(X,U*) < 0, t.j. zovSeobecnené fiduci-
alne rozdelenie pre #; bude zahfniat aj hodnoty, ktoré prislusny parameter
nemoze nadobudat. Jednou z moznosti, ako sa s touto situéciou vyrovnat, je
presuntut pravdepodobnost na zapornych éislach na hranicu parametrického
priestoru, t.j. do nuly (pozri [3], Remark 9). To zodpoveda tomu, Ze namiesto
g7 (X, U*) uvazujeme max(0, g; 1(X,U*)), ¢o je pri konstrukcii intervalov
to isté, ako polozit pripadné zaporné hranice rovné nule. S takouto situdciou
sa stretneme aj v naSom pripade, kedZe varianéné komponenty st nezdporné.

Pretoze v modeli (2) st parametre 02, 0%, ...,0% invariantné na posunutie
v strednej hodnote, mdzme najprv situdciu zjednodusit uplatnenim principu
invariancie. Prejdeme tak k modelu

3) Y =BTY ~N(0,03B" 22" B + BTdiag{c?I,,, ..., 021, } B)

kde BTB = I,,_1, BBT = I — 1,17 /n. Nésledne potrebujeme najst (k-+1)
Strukturdlnych (alebo pivotalnych) rovnic, ktoré budui zalozené na Y abudd
mat jediné riesenie v 0%, 02, ..., 02 v parametrickom priestore. (RieSenia
mimo parametrického priestoru posunieme do nuly.) V dalsej ¢asti uvedieme
rovnice navrhnuté v [8, 6].

< £ 2
2. ZovSeobecnené pivoty pre 0%

Wimmer, Witkovsky [8] navrhli zovieobecneny pivot pre 0% zaloZzeny na na-
sledujicom systéme pivotalnych rovnic

(4) WS = Qo, Si/ot =Qu,...,Sp/or = Qx
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kde S? = Z;L;l(Y}j—Y};)2, Yi =300 Yij/niyi = 1, ..., k, st unerné vyberovej
variancii pozorovani v i-tom laboratériu, WS je vaZena suma Stvorcov

k k50 2 2 2
_ 1 _ Y. /(0% + 0% /n;

(5) WS(J%,U%,...,J%,Y):E . (Yi_zgkl i/( 2A 23/ J))
i=1 0’%-’_%—2 Zj:l 1/(UA+Uj/TLj)

Y =,..Y%)T aQo~xi_i, Qi ~x2 _1,i=1,..,k, st navzédjom nezi-
vislé. WS, S2...., 52 zavisia na Y iba cez Y, kedze st invariantné vzhladom
na posunutie Y v strednej hodnote.

RieSenie (Ra,Ri,...,Ri) systému (4) v nezndmych parametroch s @,
i =0, ..., k, nahradenymi ich nezévislymi képiami Q} je
kde R4 je dané implicitne. Jednotlivé R;, i« = 1,....k, (vSimnime si, Ze
vzdy plati R; > 0) st zovieobecnené pivoty pre o2. Intervaly pomocou nich
skonstruované sa zhoduji s klasickymi konfidenénymi intervalmi pre o? za-
lozenymi na S2. Co sa tyka zoSeobecneného pivotu R4 pre 0%, kedze WS
je v 0% klesajica na [0,00), tak ak WS(0,5?/Q7, ..., S2/Q%,Y) > Qf, Ra
vyhovujice prvej rovnici v (6) je jediné na [0,00). V opa¢nom pripade je
rieSenie prvej rovnice v (6) zadporné, a teda mimo parametrického priestoru,
preto vtedy kladieme R4 rovné nule, vid str. 2. ZovSeobecneny pivot RKVW
pre 02 je teda definovany ako nezdporné riesenie alebo nula (ak nezaporné
rieSenie neexistuje)

) Xk: WW 12 " (i—Zi:lﬁ/(RZVW+SJZ/(nJQ;))>2—QS.
BT+ S7/mQ) ' T, URYY + 52/(n,Q3)

Li [6] navrhol zovSeobecneny pivot pre ¢% pomocou systému Struktural-
nych rovnic
(8) S3 = W{Wy + W H diag{o?/ni}H Wy, S} = 01Q1, ..., Sz =02 Qy
kde Wy ~ N(0,Ix-1), Q; ~ szzz—l’ i = 1,...,k, st navzdjom nezavislé,
HyHI =1 — 1,17 /k, HTHy = Iy a 8% = Y0 (Vi — 328 ¥;/k)? je ne-
véazend suma Stvorcov (zdvisi na Y iba cez Y'). Prvé rovnica odréza rozdelenie
S%. Opit, vyrieSenim systému (8) v nezndmych parametroch a nahradenim

Wo a Q1, ..., Q ich nezavislymi képiami, dostaneme zovSeobecneny pivot pre
0124 v tvare

(9) RY = (S3 — WgT Hy diag{S?/(m:Q;) } HaWg) /W T W
resp. aby sme dostéavali iba hodnoty z parametrického priestoru, uvazujeme
max(0, RE?).

D4 sa ukézat, ze S% = Z:;ll YTEY /)i, kde \;, i = 1,...,r — 1, st na-
vzajom rdzne, nenulové vlastné &sla BT ZZTB a E; je projektor na pod-

priestor generovany vlastnymi vektormi prislichajacimi k A;, pozri [1]. To
jednak poukazuje na spojitost so zovSeobecnenymi pivotmi zaloZenymi na

i=1
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sumach Zf;ll c,»iN/TEif/ pre rozne kladné konstanty ¢; v homoskedastickom
pripade modelu, a jednak to naznacuje moznost inej volby Strukturalnych
rovnic (8). Napr. namiesto rovnice s S%, by sme mohli uvaZovat rovnicu
s 82 =S""'YTEY = YT Pgryzr5Y (Px oznaéuje projektor na priestor
generovany stipcami matice K):

(10) 5% = Wi AWy + Wi BE BT Zdiag{o? /n;}ZT BBy W,

kde stipce By st postupne vlastné vektory patriace k A, ..., A1 (a teda
Bng = PBTZZTB, B,‘I;BV = Ik—1)7 A= BaBTZZTBBV = diag{)\il,,i},
kde v; je nasobnost )\;, a Wy = (B‘T;Var(f/)BV)*l/QBgf/ ~ N(0,I_1).
Vyuzili sme tiez, Ze Pgryyr BT (diag{o?l,,} — Zdiag{c?/n;}ZT)B = 0.
Zovseobecneny pivot pre 03 zaloZeny na systéme rovnic (8) s prvou rovnicou

nahradenou (10) je
(11) Rl = (52— W BUBT Zdiag{S?/(n.Q})} 27 BBy W3) Wi T AW;

resp. max(0, RY).

Pozn. D4 sa ukazat, ze vietky tri uvedené zovseobecnené pivoty si zalozené
na miniméalnej postacujicej statistike pre (0%, 02, ..., 02) v triede rozdeleni (3)
a tiez, ze vSetky patria do dvoch Sirsich tried zovseobecnenych pivotov, ktoré
st analogické triedam navrhnutym v zmiesanom linedrnom modeli s dvomi
varianénymi komponentmi, ktorého prikladom je aj homoskedasticka verzia
uvazovaného modelu. (Pozri [2].)

3. Vlastnosti

Daélezitou vlastnostou intervalovych odhadov je ich pravdepodobnost pokry-
tia. V pripade zovSeobecnenych intervalov vSak nie je garantované, ze ich
pravdepodobnost pokrytia bude na nominédlnej trovni. Dokonca plati, ze ak
je zovseobecneny interval frekventisticky presny, tak v danom probléme exis-
tuje klasicky (presny) konfidenény interval pre parameter zaujmu, vid [4],
str. 259. Pre praktické pouzitie ale staci, ak je pravdepodobnost pokrytia
blizka pozadovanej trovni, ¢o sa v pripade zovSeobecnenych intervalov de-
monstruje pomocou simuldcii. Zaroveti sa d4 obvykle dokézat, Ze zovseobec-
nené intervaly st presné aspon asymptoticky, napr. pre narastajici pocet
pozorovani. Pozri tiez [4, 3].

O intervaloch zaloZenych na RWW, REi RL sa dd ukézat (pozri [2]),
ze ich pravdepodobnost pokrytia konverguje k nominélnej trovni 1 — « ak
0% /02 = 00,0 = 1,....,k, a tiez ak n; — oo, n;/n — d; > 0,i=1,....k a
skuto¢né o2 je kladné. V pripade 04 = 0, konverguje pravdepodobnost po-
krytia pri narastajicom pocte pozorovani v skupinach k hodnote vyssej ako
1 — «, kedze vsetky intervaly st konstruované tak, Ze zadporné hranice kla-
dieme rovné nule. To zvySuje pravdepodobnost pokrytia nuly, ktord potom
patri do (niekedy degenerovaného) intervalu, ak je dolnd hranica nulova (bez
ohladu na hodnotu hornej hranice). Pre koneéné pocty pozorovani v skupi-
néch, v homoskedastickom pripade naprotivky uvazovanych zovSeobecnenych
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n; 02-2
| 2,4,6,8, 10, 12, 14, 16, 18, 20 |.001, .01, .1, 1, 5, 10, 15, 20, 30, 40
24| 20, 18, 16, 14, 12, 10, 8, 6, 4,2 | .001, .01, .1, 1, 2, 5, 7, 10, 15, 20

3* ni=5i=1,..20 .001, .005, .01, .05, .1, .5, 1, 1.5, 2,
2.5, 3, 3.5, 4, 5,7, 10, 13, 15, 17, 20
4 n; =15,i=1,...,20 001, .01,.1,1,2,3,4,5,7, 10, 13

15, 17, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50
5 150, 60, 70, 80, 90, 50, 60, 70, 80, 90| .001, .01, .1, 1, 5, 10, 20, 30, 50, 90

6*| 20,19, 18, 17, 16, 15, 14, 13, 02=1,i=1,..,20
12,11, 10,9, 8,7, 6, 5, 4, 3, 2, 2
7| ni=10,n; =100,i=2,..,10 02=1,i=1,..,10

TABUL'KA 1. Dizajny pouzité v simula¢nej $tadii. Symbol
oznacuje dizajny z [8], symbol ' dizajny z [6].

intervalov pokryvajt nulu v stlade s presnymi testami o nulovosti 0 (hoci
na hladine vyznamnosti nizsej ako «, a teda s pravdepodobnostou pokrytia
> 1 — «). V heteroskedastickom pripade vSak takdto optimalita nie je zaru-
¢end. Uz v [8] pri navrhu R'Y"W autori upozornili, 7e intervaly zaloZené na
tomto pivote modzu dosahovat vyrazne nizsiu ako pozadovani pravdepodob-
nost pokrytia pre nulu a malé hodnoty Ui v niektorych modeloch s vys$im
po¢tom skupin. Intervaly zaloZené na R%’ boli simulaéne skiimané v [6], kde
sa ukdzalo, Ze maju uspokojivi pravdepodobnost pokrytia vo vSetkych uva-
7ovanych modeloch a ich priemerna dizka bola mengia ako priemerna dizka
priblizného intervalu, s ktorym boli porovnavané. V [2] boli v kratkosti ilu-
strované vlastnosti vSetkych troch procedar v troch konkrétnych pripadoch
modelu (1).

V tu prezentovanej simulacnej studii ukédzeme spravanie sa R}ZXVW, Rﬁﬂ Rﬁ‘
v dalsich 7 dizajnoch (pozri Tab. 1), ktoré zahffiaji nevyvazené a vyvazené
heteroskedastické modely (1-5), ako aj modely homoskedastické (6, 7), v pri-
pade ktorych porovname RZ‘VW, Rﬁi, R/{x s ich homoskedastickymi napro-
tivkami (tie ziskame zo (7), (9), (11), ked S?/Q? nahradime S?/Q*, kde
S2 = Zle 5% a Q* ~ x2_,.) Este poznamenajme, Ze vo vyvaZenych mo-
deloch (3, 4) sa intervaly zaloZené na RL a RL' zhodujt, kedze BT ZZTB
mé len 1 nenulov vlastnit hodnotu (pozri ich prepis cez sumu kvadratickych
foriem s maticami F; na str. 4).

Vysledky, ktoré dalej uvedieme st pre kazdy dizajn a kazdt hodnotu o3
(=0, .1, .5, 1, 5, 10) zaloZené na 5000 simulovanych intervaloch. T.j. zakaz-
dym sme nagenerovali 5000 vektorov Y podla modelu (1) a pre kazdud rea-
lizaciu sme spocitali prislusny zovseobecneny konfidenény interval zalozeny
na RY'W resp. RE?, resp. RY. Kazdy takyto interval pre dané Y sme dostali
ako 2.5-ty a 97.5-ty empiricky percentil na zaklade 10000 nasimulovanych
hodnét RZXVW, resp. RL?, resp. Ri. V pripade Rf&i, resp. R/{l sme simulovali
10000-krat Wy, Q7, ..., Q% a vzdy vycislili hodnotu zovSeobecneného pivotu
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Pravdepodobnost pokrytia
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OBRAZOK 1. Pravdepodobnost pokrytia pre jednotlivé
intervaly vo vSetkych uvazovanych dizajnoch a pre vsetky
uvazované hodnoty o2.

Dizajn 5 Dizajn 1
o2 |01 05 1 5 10 |01 05 1 5 10
RL10.946 0.597 0.231 0.002 0.000{0.986 0.949 0.814 0.099 0.012
R 10.952 0.678 0.316 0.004 0.001|0.983 0.958 0.886 0.262 0.062
RWW10.007 0 0 0 0 |0.362 0.062 0.017 0.000 0

TABUL'KA 2. Pravdepodobnost pokrytia nuly jednotlivymi intervalmi.

podla (9), resp. (11). V pripade R sme pre kazdé Y generovali 10000-krét
Q5. Q7 .., Q; a hodnotu RYY"W sme nasli vyrieSenim (7) na [0, 00) pomocou
Newtonovej-Raphsonovej metddy s presnostou 1074,

Obr. 1 zobrazuje pozorované pravdepodobnosti pokrytia pre jednotlivé
intervaly vo vSetkych uvazovanych dizajnoch a pre vSetky uvazované hod-
noty ¢%. Kym intervaly zaloZené na Rﬁi a RJILX maja pravdepodobnost po-
krytia vo vSetkych situdciach uspokojivi, intervaly zalozené na R}QVW obcas
zlyhévaji pre nulové a malé hodnoty o2 (hodnoty pod 0.94 boli pre RKVW
napozorované v dizajnoch 2, 3, 4, 6 pre 0124 = 0 a/alebo 0124 = 0.1, v dizajne 2
aj pre 04 = 0.5, pre R5" a R iba v dizajne 6 pre 04 = 0.1).

Prave pokrytie nuly je ¢rta, v ktorej sa uvazované intervaly lisia aj v situ-
4ciach, ked skuto¢nii nenulovtt hodnotu parametra ai pokryvaja na uspoko-
jivej trovni. Tab. 2 zobrazuje pokrytie nuly, ked je skutoény parameter ne-
nulovy, v dizajnoch 5 a 1 (pravdepodobnosti pokrytia skuto¢nej hodnoty af‘



Intervaly pre variané¢né komponenty 7

Dizajn 1 Dizajn 2
n | <3
R A o Ry | = o RY
1 R | o o R
B e g
g4 — | 8
£ =4 Coll & %
A B | ¢ A 7
8- l8 87
& 3l e
-1 R ST 47
-1 i | ] ! 7%
o esa éna %4 $ % %e H ¢

T T T T T T T T T T T T
0 0.1 0.5 1 5 10 0 0.1 0.5 1 5 10

Iy

A

OBRAZOK 2. Pozorované dlzky jednotlivich intervalov.
Symboly (O, O, A) oznac¢uji priemerné hodnoty, bodky me-
diany a tsecky spajaju 5. a 95. percentily.

(vratane skutoénej nuly) boli pre vSetky intervaly > 0.944). KedZe nula pred-
stavuje nepritomnost medzilaboratérnej variability, moze byt jej vyludenie
z intervalu spolahlivosti, ked je skuto¢na medzilaboratérna variabilita nenu-
lové, ziaduce. Obr. 2 sumarizuje dizky jednotlivych intervalov v dizajnoch 1
a 2 (v dizajne 2 neuvadzame vysledky pre RW"W, ked%e len pre 04 = 1,5, 10
bola napozorovana pravdepodobnost pokrytia > 0.94). Je zrejmé, Ze z hla-
diska dlzky, nie je medzi jednotlivmi intervalmi jednoznaény vitaz.

Na zéaver sa eSte pozrime na dizajny 6 a 7. Ide o homoskedastické verzie
uvazovaného modelu, v ktorych by sme mohli pouzit homoskedastcké népro-
tivky uvazovanych intervalov. Tab. 3 ilustruje vplyv dodato¢nej informécie
o homoskedasticite na vlastnosti vyslednych intervalov. Podla ocakévania,
vdaka pomerne vysokym poctom pozorovani v skupindch v dizajne 7 ne-
pozorujeme velké rozdiely medzi homoskedastickymi a heteroskedastickymi
verziami. V dizajne 6 vedie dodato¢né informacia o homoskedasticite k zle-
pSeniu pravdepodobnosti pokrytia v pripade R/‘QVW a k znizeniu pravdepo-
dobnosti pokrytia nuly, ked je skuto¢né medziskupinové variabilita nenulova,
v pripade intervalov R, RE?. Co sa dlzky intervalov tyka, spravne pouzitie
homoskedastickych verzii R5® a RY viedlo (v dizajne 6, v dizajne 7 neboli
rozdiely vyrazné) ku skrateniu intervalov pre vécsie hodnoty o%: postupne
pre 04 = 0,0.1,0.5,1,5,10 a heteroskedasticki (homoskedastickt) verziu
RE? boli priemerné dlzky intervalov 0.15(0.19), 0.33(0.39), 1.11(1.04),
2.12(1.80), 10.24(7.97), 20.29(15.75). Pre R v rovnakom znaceni boli prie-
merné dizky: 0.09(0.12), 0.29(0.32), 1.16(1.04), 2.28(1.94), 10.74(9.08), 20.72
(18.15). V pripade RKVW a uvazovanych dizajnov neboli rozdiely v dizke velmi
vyrazné.
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Dizajn 6 Pravdep. pokrytia Pokrytie 0
o4l 0 01 05 1 5 10 | 0.1 0.5 1 10
RWW He|0.826 0.938 0.945 0.953 0.956 0.952[0.249 0.002 0 0
Ho|0.973 0.944 0.944 0.951 0.952 0.952|0.401 0.003 0 0

RE" He| 1 0.9350.940 0.952 0.967 0.968] 1 0.999 0.996 0.845
Ho|0.969 0.946 0.944 0.950 0.952 0.952]| 0.78 0.045 0.001 0

RL He| 1 0.933 0.944 0.955 0.964 0.967| 1 0.981 0.949 0.429
Ho|0.973 0.943 0.942 0.95 0.948 0.956|0.400 0.003 0 0

Dizajn 7
RWW Hel0.970 0.951 0.947 0.951 0.954 0.951]0.008 0
Ho{0.972 0.953 0.949 0.950 0.954 0.952|0.008 0

RE" Hel0.976 0.956 0.949 0.952 0.954 0.952]0.298 0.005

Ho|0.977 0.952 0.948 0.951 0.954 0.951|0.131 0.001
RL  He[0.984 0.953 0.950 0.951 0.955 0.952[0.012 0

Ho{0.973 0.952 0.950 .951 0.954 0.951|0.008 0 0

oo oo O

O OO OoOlo o

TABUL’KA 3. Pravdepodobnosti pokrytia skutoc¢nej hod-
noty o2 anuly pre heteroskedastické (He) a homoskedastické
(Ho) verzie jednotlivych intervalov.
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KLASIFIKACIA PRE ROZNE TVARY SUMU
VSTUPNYCH DAT

Katarina Cimermanova

Klicéové slovd: Robustnd klasifika¢na metéda, zaSumené data, analyza dychu,
fajciarsky navyk.

Abstrakt: Klasifikdcia viacrozmernych pozorovani do jednej z dvoch tried
je dolezity problém. Existuje niekolko klasifika¢nych metdd rieSiacich dany
problém, avSak v redlnom zivote st vektory pozorovani zasumené. Riesenim
klasifikacie zasumenych dat je robustna formulacia vychadzajica z metédy
opornych bodov. Formulacia je konvexny optimalizacny problém, ktory je
sucastou problematiky kénického programovania druhého radu. V robustnej
formulécii sa predpoklada elipsoidalny model Sumu. Nie je nutny predpoklad
typu rozdelenia pozorovanych dat, predpokladé sa len konecnost momentov
druhého radu.

Robustnu klasifika¢nt metédu aplikujeme na analyzu vydychovanych ply-
nov. Klasifikované data v sebe zahfnaja variabilitu opakovane nameranych
dat pozorovanych subjektov, oznacujeme ich ako zasumené data. V praci
sa venujeme klasifikdcii dobrovolnikov do skupiny fajc¢iarov a nefajéiarov za
predpokladu réznych typov elipsoidalneho Sumu.

Abstract: Classification of multidimensional data into one of two classes is
an important issue. There are some classification methods which classify data
into one of two classes, but in a real live situation the observation vectors are
noisy. Solution to this problem is a robust formulation that stems from the
Support Vector Machine method. The formulation is a convex optimization
problem; in particular, it is an instance of the Second Order Cone Progra-
mming problem. An ellipsoidal uncertainty model is assumed in the robust
formulation. It is derived from the worst case consideration and assumes only
the existence of the second order moments.

The robust classification method is applied to breath gas analysis. Clas-
sified data include variability of repetitive measurements of subjects, noisy
data. In this paper we classify volunteers into group of smokers and non-
smokers based on assumption of different shapes of noise.

1. Uvod

V stcasnosti sa rozvojom novych analytickych technik da vo vydychovanom
vzduchu detegovat 3481 roznych zlicenin, z ¢oho 1753 zlicenin mé pozitivny
alveoldrny gradient [2], teda koncentricia zlic¢eniny vo vydychovanom vzdu-
chu je vysSia ako vo vdychovanom vzduchu. Na zaklade tohto faktu sa analyza
dychu stava atraktivnou neinvazivnou diagnostickou metddou.

Koncentracie prchavych organickych zlicenin VOC (Volatile Organic Com-
pounds) analyzované v tejto praci pochddzaju z pilotnej Studie vytvorenej
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na Lekarskej univerzite v Innsbrucku v rokoch 2006 az 2008 v ramci pro-
jektu 6-teho rdmcového programu Eurépskej komisie pod skratkou BAMOD
(Breath-Gas Analysis for Molecular-Oriented Detection of Minimal Diseases).
Zozbierané vzorky dychu boli analyzované metédou hmotnostnej spektrome-
trie s proténovou prenosovou reakciou.

Hmotnostna spektrometria s proténovou prenosovou reakciou PTR-MS
(Proton-Transfer-Reaction Mass Spectrometry) sa poklada za idedlny nastroj
na analyzu prchavych organickych zltcenin v plynnych biologickych vzorkach,
ako napriklad Tudsky dych. Predstavuje mechanizmus schopny detegovat kon-
centracie prchavych organickych zlticenin v pomerne kratkom c¢ase s nizkym
limitom detekcie (rddovo na trovni poétu Castic na bilién, ppt) a vysokou
senzitivitou merania prchavych organickych zltéenin [1].

V niektorych pripadoch dochddza k tomu, Ze rozne zliceniny majia ta
istd molekulovii hmotnost. V takomto pripade sii tieto molekuly detegované
ako jedna hmotnostné zlozka, ozn. m/z (mass-to-charge-ratio). Hmotnostné
zlozky detegované pomocou PTR-MS st v rozmedzi od m/z 21 po m/z 230.
Hmotnostna zlozka je predbezne priradena k tej prchavej organickej zluce-
nine, ktord ma najvicsie zastupenie.

Kazda vzorka vydychovaného plynu bola opakovane merand najmenej
3-krat. Pre niektorych dobrovolnikov bola odobraté vzorka vydychovaného
vzduchu viacej krat. Pred samotnou Statistickou analyzou boli data pred-
spracované. Na dosiahnutie nezavislosti medzi meraniami sme ako vysledni
hodnotu pre subjekt zobrali median vypocitany z medidnov pre opakovane
namerané hodnoty koncentracii m/z jednotlivych vzoriek daného subjektu.
Takto spracované data v sebe zahfnaju variabilitu medzi meraniami a ozna-
¢ujeme ich ako zasumené data.

2. Robustna klasifika¢na metdéda

Predpokladajme, 7e nase namerané data x; € RV, 1 < i < n, st zaSumené
a skutocné hodnota je nejaky bod v $pecifikovanom elipsoide, teda predpo-
kladame elipsoidalny model zasumenia [4]. Nech

’

B(%i, Bi,7i) = {x: (x = %) 77 (x = %) < 7f}

je elipsoid so stredom v bode X;, 3; je pozitivna semidefinitnd matica, ktora
udéva tvar Sumu a parameter v; > 0 predstavuje hladinu zaSumenia. Pre
vstupné data nie je nutny predpoklad typu rozdelenia, predpokladame len
kone¢nost momentov druhého radu [4].

Dalej predpokladajme, e o kazdom pozorovanom subjekte mame infor-
maciu, do kterej z dvoch tried skutocne patri. Teda kazdému subjektu vieme
priradit kategorialne zatriedenie do tried y; € {+1, -1}, 1 <14 < n. Katego-
ridlne zatriedenie y; plati pre vsetky x € B(X;, X;,;). RieSenim klasifikdcie
zaSumenych dat je najdenie rozhodovacej funkcie g(x) na predikciu y na
zéklade danych elipsoidov B.
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OBRAZOK 1. Schéma rieSenia metddy na klasifikdciu zaSu-
menych dat do dvoch tried, ktorej rieSenim je najdenie pa-
rametrov rozhodovacej funkcie na zaklade datovej mnoziny
tvoriacej elipsoidy tak, aby rozpétie medzi dvoma paralel-
nymi nadrovinami k hladanej rozhodovacej funkcii bolo ¢o
najvi¢sie a v pripade linedrne neseparovatelnych dat bola
strata ¢o najmensia.

Nech nas klasifikitor je nadrovina (w,x) + b = 0, kde tlohou je najdenie
optimalnych parametrov w, b s pravidlom

g(x) = sign ((w,x) + b) .

Ak je hodnota rozhodovacej funkcie pozorovaného subjektu kladné, zatrie-
dime subjekt do pozitivnej skupiny 3(x) = +1. Naopak, ak je hodnota roz-
hodovacej funkcie pozorovaného subjektu zaporna, subjekt zatriedime do ne-
gativnej skupiny g(x) = —1.

Optimélne parametre w, b rozhodovacej funkcie hladdme tak, aby rozpitie
dvoch paralelnych nadrovin ku hladanej nadrovine oddelujicej data bolo ¢o
najvicsie, teda rovné 2/||wl|. V pripade linedrne neseparovatelnych dat ide
o maximalizaciu rozpitia tak, aby bol o najmensi pocet zle klasifikovanych
pozorovani, teda minimélna strata dalej charakterizovand volnymi parame-
trami straty £ > 0, obrazok 1.

Elipsoidy, pre ktoré plati

y((w,x) +0) > 1,

pre Vx € B a rovnost plati len v jednom z bodov, teda sa dotykaju jednej
z paralelnych nadrovin hraja rolu tzv. opornych bodov teda ich budeme na-
zyvat oporné elipsoidy (support ellipsoids). Tieto elipsoidy st postacujice
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pri popise rozhodovacej funkcie g(x), predstavuji len maly zlomok vSetkych
dat, takze efektivny pocet bodov definujticich rozhodovaciu funkciu g(x) je
omnoho mensi ako pocet subjektov v trénovacej mnozine.

Riesenim klasifikdcie zaSumenych dat je optimaliza¢na tloha kvadratické-
ho programovania

S S -
mr o Mo s
s podm. yi((w,x) +0) >1-¢
é‘i 2 07

pre Vx € B(X;, X;,7:), 1 < i < n a parameter C je regularizacna konstanta,
ktora riesi kompromis medzi maximalizaciou rozpitia a stratou. & st volné
parametre straty, predstavujice vzdialenost zle klasifikovaného subjektu od
prislichajtcej paralelnej nadroviny, obrazok 1, a v pripade dobre klasifikova-
nych subjektov £ = 0. Volné parametre zabezpeéuju existenciu riesenia [4].
Regulariza¢na konstanta C' sa voli v rozmedzi C € (0,00). V pripade C =0
sa striaca kontrola nad parametrami straty £ a rieSenie sa nenajde. V pri-
pade C = oo sa parametre straty nastavia nulové £ = 0 a v pripade, Ze data
nie st linedrne oddelitelné sa riesenie taktiez nenajde. Rozhodovacie pravidlo
teda hladdme zvySovanim hodnoty parametra C' od dolnej hranice, ¢im sa
zabezpecdi nizka strata a nadrovina je definovana nizkym poc¢tom nenulovych
prvkov [4]. V pripade vyssie zvolenej hodnoty parametra C' sice dochadza
k nizSej strate v trénovacej mnozZine, avsak moze dojst k pretrénovaniu kla-
sifika¢ného pravidla na trénovacich détach a pravdepodobnost zatriedenia
novych subjektov klesa, viac napr. v [5].

Optimaliza¢nd podmienka sa vyuzitim Karush-Kuhn-Tuckerovych pod-
mienok dé prepisat na tvar [4]

miny; (w,x) = y; (W, X;) — 'yl-HE;/sz.
xEB

Potom nasledovna robustnd formulacia je ekvivalentnd s predchadzajicou
optimalizac¢nou ulohou

1, o ~
min —||lwl|* + C i
i IvIP O3 e

s podm. Yi((W, %) +0) > 1 —& + || 22w

£1207

1
pre 1 < ¢ < n, kde robustnou ju robi nelinedrny ¢len ||37? w|| nachédzajici
sa v obmedzujicich podmienkach. Optimaliza¢nd tiloha sa riesi ako tloha ké-
nického programovania druhého rddu SOCP (second order cone programing)

n
min E &
w,b,¢§ ‘

i=1

s podm. yi((w, X)) +0) > 1 - & + 5| 7wl
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lwll < W
§i>07

pre 1 <i < n, kde ¢len ||w|| je presunuty do podmienky a ohraniéeny zhora
konstantou W, ekvivalentnou s konstantou C. SOCP je zaloZené na zaklade
metédy vnatorného bodu konvexného nelinedrneho programovania [4]. Na
rieSenie vyuzivame programovy balik SeDuMi [7].

Stred elipsoidu je ekvivalentny s nameranou hodnotou X; = x;. Paramet-
rom 7; sa znasobuje vplyv Sumu, tzv. hladina zasumenia. V pripade v; = 0
pre Vi st data prezentované bez Sumu.

3. Tvar Sumu

V robustnej klasifika¢nej metéde predpokladame elipsoidalny model zasume-
nia, kde matica X; udava tvar Sumu.

Predpokladajme, ze mame nezavislé pozorovania. Délezité je teda odhad-
nut iba diagonédlne prvky matice o1, ..., 0N, kde N je pocet charakteristik.
Dalej predpokladajme, e tvar a velkost $umu je pre kazdy pozorovany sub-
jekt rovnaky. Pre zjednoduSenie budeme maticu X; oznadovat 3.

V pripade, ze predpokladame rovnaky tvar sumu vo vsetkych smeroch,
tzv. sféricky model Sumu, potom o; = o. Parameter o mézeme vypocitat ako

(1) o =VNr,

kde N je pocet pozorovanych charakteristik a r je najmensi napozorovany
rozdiel v charakteristikach danej databazy
r=minr; r; =maxT;; — minz;;,
g 7 2

kde 1 < 5 < N, N je pocet charakteristik a 1 < ¢ < n, n je pocet pozorova-
nych subjektov.

V pripade, ze predpokladdme tvar Sumu definovany pre pozorované cha-
rakteristiky jednotlivo, potom diagonélne prvky tejto matice o; moézeme vy-
pocitat ako vyberovy rozptyl napozorovanych merani danej charakteristiky

n

(2) 0j = %Z(%‘)Q - <% Z%) :

i=1
4. Analyza dychu

Pilotna studia zostavena na Lekarskej Univerzite v Innsbrucku v rokoch 2006
a 2008 obsahuje namerané koncentracie prchavych organickych zloziek pre
54 fajciarov a 178 nefajciarov, u ktorych nebola potvrdena diagnéza rako-
viny plic. Kazdému subjektu v databéaze sa priradila jedna hodnota, ktora
predstavuje medidn z medianov jednotlivych vzoriek vydychnutého vzduchu,
ktory bol pre presnost merany najmene;j tri krat. Na zdklade predchadzajucich
znalosti o metabolizme [6] sme sa zamerali na 12 vybranych VOC (N = 12).
Medzi vybrané VOC patria molekuly s molekulovou hmotnostou predbezne
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1 - Specificita

OBRAZOK 2. Vysledky klasifikicie zasumenych dat predsta-
vujacich koncentracie 12-tich prchavych organickych zlace-
nin vydychovanych plynov fajéiarov a nefajéiarov pre rézne
tvary Sumu. Tvar Sumu (1) prestavuje sféricky Sum, tvar
gumu (2) definovany pre kazdu charakteristiku zv14st.

identifikované ako m/z 28 - kyanovodik, m/z 31 - formaldehyd, m/z 33 -
metanol, m/z 42 - acetonitril, m/z 53 - vinylacetylén, m/z 59 - acetdn,
m/z 61 - kyselina octovd, m/z 79 - benzén a m/z 97, m/z 105, m/z 109
am/z 123.

Klasifika¢nt metédu sme aplikovali na nase data v simulacnej studii na ziska-
nie senzitivity a Specificity klasifikicie pozorovanych subjektov do triedy fa-
jCiar vs. nefajéiar. Senzitivita je schopnost klasifikdtora rozpoznat pritomnost
sledovaného znaku, zatial ¢o Specificita je mierou toho, nakolko klasifikator
oznadi tie subjekty, ktoré vlastnost skuto¢ne nest [3]. Senzitivita a $pecificita
sa na zaklade vysledkov klasifikacie vypocitaji ako

iy = gily = +1} a  Sp— #{i,y: = Yilys = -1}
#liy = +1} P T =1y
1 <i < n, n je pocat klasifikovanych subjektov.

Vysledky klasifikacie sme ziskali zo 100-krat nahodne rozdelenej databazy
fajciarov a nefajéiarov na trénovaciu a testovaciu mnozinu v pomere 3:2 pre
kombindacie parametrov 4 = [0 : 0.01 : 0.1] a W = 1 pri odhadnutom tvare
Sumu na zéklade vzorcov (1) a (2). Na obrazku 2 st zndzornené najlepsie
vysledky klasifikdcie pre rézne typy tvaru Sumu, v = 0.01 pre tvar Sumu
(1) ay = 0.06 pre tvar Sumu (2) v tzv. ROC grafe. Z ROC grafu vidime,
ze klasifika¢nd metéda ma schopnost klasifikovat subjekty lepsie ako je na-
hodné chovanie (vysledky st nad rastticou diagonalou) a klasifika¢né pravidlo

Se



Klasifikacia pre rézne tvary Ssumu vstupnych dat 15

je konzervativne (vysledky st pod klesajicou diagondlou), ¢o znamend, Ze
pre klasifikac¢né pravidlo je vécsia chyba zatriedenie negativneho subjektu do
triedy pozitivnych.

Na lepsie porovnanie vysledkov klasifikdcie sme odhadli aj Youdenov index.
Je mierou efektivnosti zatriedenia subjektov podla sledovaného znaku. Tento
index je ohraniceny bodmi 0 a 1, kde hodnota blizka 1 indikuje efektivnu kla-
sifikiciu a hodnota blizka 0 limitovanu efektivnost. Youdenov index predsta-
vuje vertikélnu vzdialenost medzi vysledkom klasifikdcie v ROC grafe a hlav-
nou diagonalou. Youdenov index sa vypocita ako

J=Se+ Sp—1.

Najefektivnejsia klasifikacie bola dosiahnuté pri tvare Sumu podla vzorca (1).

5. Zaver

V praci bola prezentovana klasifikaéna metdda na klasifikdciu zasumenych
dat. Z vysledkov vyplyva, ze pri predpoklade zasumenia dat sa znizuje prav-
depodobnost zlej klasifikacie subjektov pri testovani. Zlepsenie vysledkov sme
dosiahli aj vhodnym odhadom tvaru sumu.
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KONZISTENCE NEPARAMETRICKEHO
BAYESOVSKEHO ODHADU

Michal Friesl

Klicovd slova: Nahodné cenzorovani, Kozioliv-Greentiv model, neparamet-
rické bayesovské odhady, gama proces, konzistence.

Abstrakt: Konzistence bayesovskych odhadi nemusi byt v pfipadé ne-
parametrickych bayesovskych odhadt, kdy parametr je nekonec¢nérozmeérny,
automaticky zarucena. P¥ipomeneme si, jak je tomu s konzistenci aposterior-
niho rozdéleni a neparametrickych bayesovskych odhada funkce spolehlivosti,
a podivame se na konzistenci odhadu v modelu s proporcionalnim cenzoro-
vanim, prezentovaného na predchozich Robustech.

Abstract: Consistency of nonparametric bayesian estimators is not au-
tomatically guaranteed due to infinite number of parameters. In the paper
consistency of posterior distribution and of nonparametric bayesian estima-
tors of reliability function is recalled and consistency of an estimator in the
proportional censorship model is explored.

1. Uvod

Tento prispévek je pokracovanim posloupnosti mych robustnich pfispévki
o neparametrickém bayesovském odhadu v Koziolové-Greenové modelu na-
hodného cenzorovani. Pracujeme s modelem ndhodného cenzorovani, tj. uva-
Zujeme dobu zivota X — nezapornou ndhodnou veli¢inu s funkei spolehlivosti
St)=1-F@)=P(X >t), t=0.

Pozorovani mize byt zprava cenzorovano ¢asem Y (nezdporna ndhodna veli-
¢ina nezdvisla s X)), ve skutecnosti pozorujeme prvni z téchto ¢ast a indikator,
zda jde o pozorovani necenzorované,

Cilem je z ndhodného vybéru dvojic (Z,I) odhadnout funkei spolehlivosti S
doby zivota X.

V tomto obecném modelu ndhodného cenzorovani uvazujeme navic do-
date¢ny predpoklad (Kozioliv-Greentv, [7]), Ze rozdéleni cenzoru Y souvisi
s rozdélenim doby zivota X, a to tak, ze pro néjaké v > 0 plati

Sy(t) = (S(®)", t=0,
kde Sy znadi funkci spolehlivosti veli¢iny Y. Ekvivalentné lze psat
Ay (t) = A(t) -y
pro odpovidajici kumulativni intenzity definované jako
AR ()

At)=—-InS(t) = . S@)
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Poznamka. V pFipadé spojitijch rozdélent je tato podminka ekvivalentni ne-
zavislosti velicin I a Z, tj. zda je pozorovdni cenzorované nezdvisi na pozo-
rovaném case Z. Pravdépodobnost cenzorovani je v kaZdém okamZziku stejnd
arovnap=PI=1)=1/(1+7).

Na minulych Robustech jsem odvodili neparametricky bayesovsky odhad
funkce spolehlivosti S v tomto modelu, porovnavali ho s jinymi odhady funkce
spolehlivosti, uvazovali jsme i model se =zleva useknutymi pozorova-
nimi. V tomto prispévku nejprve odhad pripomeneme, poté kratce zminime
problematiku konzistence neparametrickych bayesovskych odhadia obecné a
nakonec se podivame na konzistenci naseho odhadu.

2. Odhad

K odhadovani funkce spolehlivosti S pristupujeme neparametricky bayesovs-
ky. Tvar funkce S neni pfedem déan, nezndmym je nikoli jeden parametr, ktery
by tvar S uréil, nybrz cela (S(t),t 2 0). Je tieba zvolit apriorni rozdéleni pro
proces S = (S(t),t = 0).

Vhodnym apriornim rozdélenim pro S jsou zprava neutralni procesy, které
predpokladaji, ze pro kazdé x je (S(t),t < x) nezavislé s (S(t)/S(x),t > x),
tj. (relativni) rozlozeni pravdépodobnosti na intervalu (z, c0) je nezavislé na
tom, jak byla pravdépodobnost rozloZena v (0,z) a kolik zbyva na (z,00).
Ekvivalentnim vyjadfenim této vlastnosti je, ze proces kumulativni intenzi-
ty A je neklesajicim procesem s nezavislymi prirtstky.

Poznamka. Mad-li proces A jen ndhodnou slozku, pak skoro jisté trajektorie
procesu S predstavuji funkci spolehlivosti diskrétniho rozdéleni. V nosici roz-
délent procesu ale mohou byt i funkce spolehlivosti vsech spojitych rozdélend.

Nasi konkrétni volbou apriorniho rozdéleni pro parametr A je gama proces,
tj. apriorné predpokldddme, ze zminéné nezavislé prirtistky procesu A maji
gama rozdéleni,

A(s,t) = A(t) — A(s) ~ G(ng,noAo(s,t)), 0= s<t,

kde ng > 0 je spoleény parametr métitka, Ay funkce spolehlivosti néjakého
pevné zvoleného spojitého rozdéleni na (0, 00) a Ag(s,t) = Ao(t) —Ao(s) znadi
jeji piirtstky. Trajektorie tohoto procesu jsou centrovany kolem E A(s,t) =
Ao(s,t), resp. trajektorie procesu S kolem

ES(t) =Ee™® = (14 1/ng) 0% ®  (x e™® pro velka n),

no tdi rozptyl var A(s,t) = Ao(s,t)/no.

O parametru Koziolova-Greenova modelu v v apriornim rozdéleni pfedpo-
kladame, Ze je nezavisly s procesem A a Ze jeho rozdéleni se ¥idi hustotou 7(7y)
vzhledem k néjaké mite u na (0, 00).

K popisu aposteriorniho rozdéleni a odhadi pouzijeme nasledujici charak-
teristiky pozorovaného vybéru. Pozorované ¢asy 71, ..., Z, usporadame, po-
nechame kazdou hodnotu jen jedenkrat, po dodefinovani Ty = 0, Tn41 = 00
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dostaneme navzajem rizné casy

0=Ty<Ty1 <

<IN <Tng1 =00
Pro kazdy cas T; dale oznacime

U; = # necenzorovanych pozorovani se Z;, = T},
C; = # cenzorovanych pozorovani se Z;, = Tj,
N; = # pozorovanis Z, >T; =n — Z:(UZ +Cy).

i<j
Poznamka. Pro casy pochdzejict ze spojitého rozdélent je Uj + C; = 1. Dle
apriorniho modelu se ale (i pFi spojité No) casy Tidi rozdélenim diskrétnim
a je Uj +C; > 1 s kladnou pravdépodobnosts.

Pro aposteriorni rozdéleni parametri A a v pak plati:
e Pii daném ~ je A opét procesem s nezavislymi priristky, a to

Na intervalech mezi pozorovanymi ¢asy dochazi ke zméné métitka

(A(S7t) | data,fy) ~ G(Mj*1(7)7nOA0(57t))v (Sat>

kde Mj(y) = MJ(v), Mj"(y) =
j=0,...,N.

C (Tj-1,Ty),
’I’L()+N]'(1+’Y)+m, m = 0,1,

V okamzicich ukonceni pozorovani je vzdy skok, a to s hustotou
(pfi daném ~)

Fan(m;)jdatay) (@) =27 e

kde ¢;j(v) = ¢}(7) je normovaci konstanta (viz nize).
e Aposteriorni rozdelem ¥ ma hustotu

7(v | data) (qu )

*(My(’YHCj)ﬂ”(l_e*m)Uj (1_9*’7“”)01 /ci(y), x>0,

kde ¢; = q?,

6 () = (M, () " e ), =1 N,
ZZ ""”( )(CJ’) In Mm( )+
m .
Odhad funkce spolehlivosti S pocitame jako aposteriorni stfedni hodnotu.
Pfi jejim vypocétu nejdfive podminime hodnotou 7, vyuzijeme nezavislosti
prirtstki, takze dostavame soucin pres intervaly a skoky
E(S(t) | data, y) = E(e™*®) | data, ) = H E

Po zprumérovani pres m(vy | data) pak pro ¢ € (T;_1,

(72 | data, ).

T;) dostavame odhad

J(TT0) (T ao) (20

") m(y) dp(y)
§(t) _ Jj<i Jj>i v

[ s6)e)ant)
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V [5] jsem se dotkli kvality tohoto odhadu z bayesovského pohledu pro-
stiednictvim bayesovského rizika BRS(t) = E(§ )-S5 (t))2 — 0, tedy méfeno
apriornim rozdélenim. Budeme-li navic chtit odhad pouzit i pro data pocha-
zejici ze spojitych rozdéleni, kterym nase apriorni rozdéleni celkové pfisuzuje
nulovou pravdépodobnost, miize nas také zajimat, zda pro konkrétni rozdé-
leni S, bude odhad fungovat dobie a bude pfi rostoucim poétu pozorovani
platit napt. S(t) — S.(t) (s.j.).

3. Konzistence obecné

V tomto odstavci uéinime odbocku od naseho modelu a cenzorovéani. Necht
pozorovani jsou dana jako ndhodny vybér X, ..., X,, z rozdéleni s distribu-
éni funkci S = Sy, zavisejici na parametru 6 € O, ktery neznédme. Pfedpo-
kladejme pro néj apriorni rozdéleni 7 (6), pfislusné aposteriorni rozdéleni (pti
rozsahu vybéru n) ozna¢me m, = 7(0| X1,..., X,), resp. bayesovské odhady,
které z n&j vychazeji, jako 8, = E(0 | X1, ..., Xn), Su = E(Sp | X1, ..., X,).

Konzistenci odhadu §n, resp. aposteriorniho rozdéleni m,, se rozumi, Ze
pokud ve skutecnosti pozorovani pochéazeji z rozdéleni s parametrem 6 = 6,
bude pfi rostoucim rozsahu vybéru n — oo platit §n — S, s.j. (kde S = Sp,),
pripadné 7 (S | data) — dg, s.j., kde d, oznacuje rozdéleni s d,({z}) = 1,
soustfedéné do hodnoty x. Zde s.j. se mysli vzhledem ke skuteénému rozdéleni
posloupnosti X7, Xo, . ...

Na otazku, pro které hodnoty parametru 6, konzistence nastava, sice exis-
tuje obecné platna odpovéd vychézejici z [2], ze pro 7-s.v. 6, (tedy pro skoro
vSechna vzhledem k apriornimu rozdéleni), prakticky ale nevime, zda pa-
rametr 6., kterym se v konkrétnim pfipadé data Fidi, nespadd zrovna do
mnoziny vyjimek miry 0, pro které konzistence nenastava. Radi bychom méli
konzistenci zarucenu pro vSechna 6, € ©, resp. vSechna z nosice apriorniho
rozdéleni.

P¥i nasem neparametrickém odhadovani rozdéleni je parametrem 6 funkce
spolehlivosti S, kterou miZeme popsat také odpovidajici intenzitou poruch A,
nebo odpovidajici pravdépodobnostni mirou P, a oborem © jeho hodnot
mnozina predstavujici vsechna rozdéleni.

Situace je podrobné rozebrana v [3]. Je-li parametr koneénérozmérny
(tj. oborem hodnot veli¢in X; je dana kone¢nd mnozina, takze funkce A, S,
¢i mira P jsou popsany konefné mnoha parametry-pravdépodobnostmi
P1,---,DPk), Nastava konzistence pro vSechny hodnoty P = P, = Py, z nosice
apriorniho rozdéleni.

V nekonec¢nérozmérném piipadé vSak nastavaji problémy uz pfi odhadu
diskrétnich rozdéleni, kdy nezndmé rozdéleni P je popsdno spocetné mnoha
pravdépodobnostmi p1, pa, . ... V této situaci pro libovolné rozdéleni P # P,
existuje apriorni rozdéleni m takové, Ze jeho nosi¢ obsahuje P,, ale piitom
aposteriorni rozdéleni miry P skoro jisté konverguje k 5, a nikoli k dp, . Napf.
tedy pii “vhodném” apriornim rozdéleni pro nezndmé P (jeho konkrétni tvar
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je v [3] zkonstruovan) tak pozorovani generovand z P, = Geom(1/4) vedou
k odhadu P, konvergujicimu k P = Geom(3/4). Navic dvojic (64, ), pro
které je odhad 6,, konzistentni, je mélo, méfeno topologicky, tvoii mnozinu
1. kategorie [4]. Volbu apriorniho rozdéleni je tedy nutno dobie uvazit.

Pri praktickém pouziti pozadujeme, aby konzistence nastavala sice pro
vSechna 0., ale stac¢i pro konkrétni zvolené apriorni rozdéleni. Nastésti pro
oblibené apriorni rozdéleni Dirichletovo, ¢i obecnéji tail-free, tomu tak je,
stejné tak v pripadé kone¢né smési rozdéleni, u kterych jednotlivé konzistence
platila. V pfipadé apriornich rozdéleni, které vzniknou jako nekonecné smési
rozdéleni s vlastnosti konzistence, tomu uz tak byt nemusi.

Podobné ve spojitém pripadé pti uziti zakladnich apriornich rozdéleni (Di-
richlettiv proces, beta, gama proces) konzistence nastava. Uz ale v t¥idé pro-
cesti neutralnich zprava obecné nikoli, jak ukézali [6] na ptikladu zobecnéného
beta procesu, u kterého bayesovsky odhad konverguje k mocniné skutecné
funkce spolehlivosti, §n — 52, kde « je parametr procesu. Konzistence tedy
nastava pouze pro « = 1, kdy jde pfimo o beta proces.

Pro model s cenzorovinim pak bylo v [1] ukdzano, Ze v pfipadé zprava
neutralnich procesi konzistence nastava pravé tehdy, kdyz v modelu bez cen-
zorovani. Tento vysledek se tyka pouze neinformativniho cenzorovani, tedy
nikoli Koziolova-Greenova modelu.

4. Konzistence odhadu v Koziolové-Greenové modelu

Predpokladejme, ze skuteéné parametry modelu jsou 7. a Si, pfiCemz S, je
funkci spolehlivosti spojitého rozdéleni. Pak pozorovani nastavaji v navzajem
rtznych ¢asech a pii daném + lze psat E(S(¢) | data,v) = (1) - (2), kde prvni
¢len vyjadiuje poklesy pfes intervaly mezi pozorovanimi a je

1 —noAo(Tj-1,Ty) 1 —noAo(Ti—1,t)
(1):H(1+ )00]1].(1—’_ )00 1_>1

n;— MNi—
5T <t j—1 i—1

pfi n — o0, zatimco druhy, rozhodujici, ¢len vyjadiuje poklesy prostfednic-
tvim skokt v ¢asech pozorovani a muzeme ho po chvili poc¢itani aproximovat

111(1 + M) 14«

i+C5+1 1
@= ] ——=~II(1 - ) = (5:0) 5,
ALy U0 o)~ G0

nj

kde n; = Mj_l(’y) =ng + Nj_l(l + ’y).

Tuto vlastnost ilustruje obrazek 1 ukazujici na zédkladé simulovanych pozo-
rovani, jak by dopadl odhad, pokud bychom pfedpokladali no=10, Ag(t)=t
(odpovidajici exponencidlnimu rozdéleni) a neuvazené podil necenzorovanych
pozorovani p = 0,4, tj. parametr vy = 1/p—1=1/04 -1 = 1,5 (s.j.), za-
timco ve skuteénosti data by pochézela sice z A, (t) = A(t), ale s podilem
necenzorovanych pozorovani p, = 0,9, tj. parametr modelu by byl v, = 1/9.
S rostoucim poc¢tem pozorovani se odhad funkce spolehlivosti blizi k hod-
noté Sf/g(t).



22

Michal Friesl

08F \ X |

06} . §

0,41 = .\} RN b
—
S~ T
\ ", ~L_
02} Eowss — —]
\
\
% 0.5 1 15 2

OBRAZEK 1. Odhad pfi chybném predpokladu o . Zdola:
gedé apriorni exp(—Ap), slabé odhad zn =50 a tlusté
z n = 200 pozorovéani, ¢drkované limitni hodnota (v tomto
pfipadé chybnd).
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OBRAZEK 2. Odhad pfi “neurcité” informaci o v. Slabé od-
had z n = 50 a tlusté z n = 200 pozorovani, ¢arkované
skute¢nd hodnota exp(—A.). Vpravo graf rozdéleni p (Sedé
apriorni, tence aposteriorni z n = 50 a tlusté z n = 200
pozorovani).
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OBRAZEK 3. Data z Weibullova rozdéleni. Kiivky zdola:

Sedé apriorni exp(—Ap), slabé odhad z n = 50 a tlusté
z n = 200 pozorovani, c¢arkované skutecnd hodnota
exp(—A).

Zalezi tedy také na spravnosti odhadu parametru . Po ur¢itych ivahach
muzeme nahlédnout, Ze pro y # 7.

m(yldata) _, (42N 7)o
(v« | data) = T4+cx ) m(7s) ’

kde z—= 1 h

=1-—ps,
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a tak aposteriorni hustota parametru v se soustfeduje kolem v, — pokud
tuto hodnotu v apriornim rozdéleni pfipustime.

Na obr. 2 je znazornén odhad vychazejici z “neurc¢itého” rovnomérného
apriorniho rozdéleni v na 9 hodnotach v = 1/p — 1 odpovidajicich pravdépo-
dobnostem necenzorovaného pozorovani p = 0,1;...;0,9. V mensim obrazku
je pripojen graf aposteriornich pravdépodobnosti jednotlivych hodnot p.

Jako dalsi piiklad necht apriorni stfedni intenzita je jako dosud Ag(t) =t,
ale skuteéné rozdéleni dat necht se ¥idi Weibullovym rozdélenim S, (t) =
exp(—t°), t > 0. Navic zvétsime vliv apriorni informace na odhad (v porov-
nani s rozsahy vybéru n = 50 a n = 200) volbou ny = 100. Na obrazku 3
nahofe je zndzornén odhad, kdyZ parametr modelu . byl 1/4 (odpovidd
podilu necenzorovéni p, = 0,8). Spodni obrazek pak zobrazuje situaci, kdy
(simulovana) data pochdzeji z modelu s parametrem v, = 4 odpovidajicim
extrémné malému podilu necenzorovanych pozorovani p, = 0,2. V tomto
pripadé parametry vedou k pozorovani vétstho mnozstvi mensich casti, takze
odhad je v levé ¢asti blize skuteéné S,, zatimco v pravé ¢asti, kde data chybi,
jeho tvar kopiruje tvar exp(—Ap). K lepsimu piiblizeni by doslo pii vétsim
poétu pozorovani (nebo pti mensim ng). Nepfesnost, Ze rozdéleni parametru p
je v hornim pfipadé pii n = 200 soustfedéno k hodnoté 0,7, je zptusobena
mensim podilem necenzorovanych pozorovani v nagenerovaném vybéru oproti
nominédlnim 80 % (a nasi hrubou diskrétni volbou moznych hodnot p).
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POWER TESSELLATION AS A TOOL FOR
ESTIMATING PARAMETERS IN A MODEL
OF A RANDOM SET

Katerina Helisova

Keywords: Boolean model, Gibbs process, interaction process, MCMC ma-
ximum likelihood, power tessellation, Quermass-interaction process.

Abstract: Consider a random set X given by a union of interacting discs with
centers randomly scattered in S C R? and with arbitrary radii. Assume that
its probability measure is given by a density with respect to the probability
measure of Boolean model, i.e. with respect to a process of discs without any
interactions. Next, assume that the density is of the form

Falbx) = = exp(6 - T(t)
for any configuration x = (x1,...,x,) of discs z1, ..., z,, where 6 is a vector
of parameters, T'(Ux) is a vector of geometrical characteristics of the union Uy
consisting of the discs x and ¢y denotes a normalizing constant.

In this contribution, we briefly introduce two methods of estimating the
parameters 6 from data - MCMC maximum likelihood and method based on
integral characterization of Gibbs process - and show how can usage of the
power tessellation described in this paper make the calculations in both these
methods much faster.

Abstrakt: Uvazujme nahodnou mnozinu X danou sjednocenim kruhi se stie-
dy néhodné rozmisténymi v S C R2, libovolnymi poloméry a moznymi vzé-
jemnymi interakcemi. Pfedpokladejme, Ze pravdépodobnostni mira této na-
hodné mnoziny je dana hustotou vzhledem k pravdépodobnostni mife néja-
kého Booleovského modelu, tj. ndhodného procesu kruhti bez jakychkoliv
interakci, a ze je tato hustota ve tvaru

Falbx) = = exp(6 - T(t4)

pro libovolnou konfiguraci x = (z1,...,2,) kruhtt z1,...,2,, pfiéemz 6
je vektor parametri, T'(Uy) je vektor geometrickych charakteristik sjedno-
ceni Uy kruhti z konfigurace x a cg znaci normalizacni konstantu.

V piispévku jsou strucné predstaveny dvé metody odhadu parametru 6
z dat, a to metoda maximalni vérohodnosti s vyuzitim MCMC simulaci
a metoda zaloZené na integralni charakterizaci Gibbsova procesu. Obé tyto
metody jsou vypocetné narocné, avsak my zde ukazeme, jak vyuziti silové
mozaiky popsané v tomto ¢lanku ¢ini tyto vypocty znatelné rychlejsimi.
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FIGURE 1. Heather dataset first presented by Peter Diggle
in 1981. The image shows the presence of heather (indicated
by black) in a 10x20 m region at Jidraas in Sweeden.

1. Motivation

In the last years, describing and modeling of random geometrical objects
have become very popular. An example of such an object - a random set
- which was analyzed by many statisticians is a digital image of a heather
grow shown in Figure 1. At the turn of the centuries, many theoretical results
were derived (see e.g. [8] or [10]). Some of them concerns also simulation me-
thods and methods for estimating parameters in models of point processes,
random tessellations, random sets etc., but possibilities for their applications
were very bounded because of their computational complexity. Now, when
the possibilities for high-volume computations are wider, many mathemati-
cians working in the field of stochastic geometry aim to that applications.
However, in spite of the improved computer speed, they must still keep track
on simplifying the algorithms.

One of such simplifications is the power tessellation which is a very useful
tool for simulation and consequently for estimation of parameters in a special
model for random set introduced e.g. in [6]. This tessellation and its usefulness
are described in this paper.

2. Basic definitions and settings

Definition Consider N the system of locally finite subsets of R® with the
o-algebra N = o({x € N : 4(xNA) =m}: A€ B,m € Ny), where B denotes
bounded Borel sets and Ng are the natural numbers including zero. A point
process X defined on R is a measurable mapping from some probability space

(Q,F,P) to (N,N).

Definition A locally finite, diffusion measure u on B satisfying p(A) =
EX(A) for all A € B is called intensity measure. If there exists a function
p(x) for & € R such that p(A) = [, p(x)dx, then p(x) is called intensity
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function. If p(x) = p is constant then the constant p is called intensity and
the point process is called stationary process.

Definition Poisson point process Y is the point process which satisfies:

o for any finite collection {A,} of disjoint sets in R, the numbers of
points in these sets, Y (Ay,), are independent random variables,
o for each A C R? such that j1(A) < oo, Y (A) has Poisson distribution
k
with parameter p(A), i.e. P[Y(A) = k] = %e*k, where p is the
intensity measure.

Definition Let Y be the Poisson point process with an intensity measure [
and for F € N, denote II(F) = P(Y € F). We say that a point process X is
given by a density f with respect to the Poisson process Y if

P(XeF)= /F F(x)II(dx).

3. Model construction

Denote b = b(u,r) a disc with center in u € R? and radius r € (0,00). When
we identify b with the point z = (u,r) in R? x (0, 00), then the process of
discs Ub; = Ub(u;, ;) can be identity with a point process in R? x (0, c0).

Consider a Poisson point process Y. The corresponding disc process Y
(called Boolean model) plays the role of the reference process. In general, its
intensity measure is p(u)du Q(dr) on R? x (0, 00), where p(u) corresponds
to the intensity function of the centers and @ to the probability measure on
the radii of the discs.

Our model is then a process of discs X such that the corresponding point
process X is absolutely continuous with respect to the reference Poisson
process Y, and it is given by a density f(x) for any finite configuration
x={x1,...,2p}.

In this paper, we assume for simplicity that X is a finite point process
defined on S x (0, R), where S denotes a given bounded planar region such
that [¢p(u)du > 0 and R < oc. Results for unbounded disc radii can be
found in [6].

The model density is considered in exponential form

(1) fo(x) = exp (0 - T(Ux)) /c,
where T' (U ) is a vector of geometrical characteristics of the union Uy consis-
ting of the discs x, # is a vector of parameters and ¢y denotes a normalizing
constant.

In practice, data are usually in the form where we can see the whole
union but the structure of the individual discs is unobservable. Therefore it
is suitable to choose the geometrical characteristics in (1) so that they can

be obtained when having only the picture of the union. Such characteristics
are for example T' = (A, L, Ncc, Ny, Nid, Nby ), where

o A = A(Uy) is the area,
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L = L(Ux) is the perimeter,

e Nco = Nec(Uy) is the number of connected components,

e N, = Ny(Ux) is the number of holes (i.e. the empty places inside
components),

e Nig = Nig(Uyx) is the number of isolated discs (i.e. the discs which
themselves create connected components of the union),

e Ny, = Npy(Ux) is the number of boundary vertices (i.e. the points on

the boundary of the union which are the intersections of two discs).

Considering these characteristics, the density is of the form
1
(2) fg(X) :a exXp (91A(Z/{x) + 6)2L(Z/[x) + 63NCC(MX) =+ 94Nh(ux)

+05 Nia(Ux ) + 06 Ny (Ux)) -

In [6], theoretical results for the density of the form (2) are derived.
However later in [7], the authors mention that it is often difficult to observe
isolated discs and boundary vertices from data, and for statistical analysis of
the image in Figure 1, they reduce the density so that they consider only the
first four statistics, i.e. they set 65 = 05 = 0.

In some papers (e.g. [5], [1] or [2]), authors concerns a special form of the
density (2) where 05 = 66 = 0 and 03 = —0y, i.e. they work with

3)  folx) = é exp (01 AU) + 02 L(U) + 03 (Noo(Uy) — Nu(e)))

1
= ¢, P (1AW + 02 L) + Osx(Us))

where x(Ux) = Nee(Ux ) — Ni (U ) is called Euler-Poincaré characteristic of the
set Ux and the model given by the density (3) is called Quermass-interaction
process.

4. Simulations

Simulation of the model defined in the previous section is very important
for statistical analyses introduced later in Section 6. Before describing the
simulating algorithm, define one important term.

Definition For finite configuration x C S x (0,00) and y € S x (0,00) \ %,
Papangelou conditional intensity is defined as

Ao(x,y) = fo(x U{y})/ fo(x).

Using other words, Papangelou conditional intensity says “how much bet-
ter” is the configuration x U {y} than the configuration x. Denoting
A(Xv y) = A(X U y) - A(X)v
L(x,y) = L(x Uy) — L(x),
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the increments (or decreases) of the considered characteristics, we get
Ao(x,y) = exp (1 A(x,y) + 2 L(x,y) + ... + 06 Npu(x,9)) -

To simulate the model (2) we use MCMC methods, especially a simple
version of Metropolis-Hastings algorithm (for more details, see e.g. [8]) which
runs in the following steps:

(1) Suppose that in time ¢, we have a configuration x¢ = {x1,...,Zn}.
(2) In time t +1
(a) with probability 1/2, the proposal is x¢ U {@,41} and
(i) we accept it with probability min{1; H (x¢, Z,,+1)} and set
Xe41 = X¢ U{Znt1},
(ii) else we refuse it and set x¢+1 = X4,
(b) else, the proposal is x¢\{z;} and
(i) we accept it with probability min{1;1/H (x¢\{x:},x:)}
and set x¢11 = x¢\{x:},
(ii) else we refuse it and set x¢+1 = X4,
where the Hastings ratios H are given by

|5

At = Xoboe oot e Gy
S| .
H ifsLi) = iy Ti)——————, ly.
(xe\{zi}, z:) = do(xe\{i}, x )p(xz) — respectively

It means that in each iteration, we have to calculate the Papangelou con-
ditional intensity Ag, i.e. for each geometrical characteristic, we need to cal-
culate the difference between its value with and without the added or deleted
disc. For example for the area or for the perimeter, this calculations are com-
monly done through the inclusion-exclusion formula which is very complex.
Moreover, we usually need many thousands of the iterations. Thus such cal-
culations would be very time consuming unless doing any acceleration. Such
an improving is described in the following sections.

5. Power tessellation of a union of discs

Definition For a disc b(u,r), define the ghost sphere as s(u,r) = {a € R®:
la — u|| = r}, i.e. as the hypersphere in R® with center u and radius .
A configuration of discs is said to be in general position if the intersection of
any k+1 corresponding ghost spheres is either empty or a sphere of dimension
2 —k, where k =1,2,...

The definition of the general position says that any intersection of two
boundary circles is not exactly one point but it is either empty or it consists
of two points. Moreover, when we joint these two points by a line and do
the same for all intersecting discs, then at most three such lines meet in one
point.

In [6], there is proved that for any Poisson process, the discs are in general
position almost surely. Since we assume that the process X is absolutely
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FIGURE 2. Left: A configuration of discs in general position.
Middle: The upper hemispheres as seen from above. Right:
The power tessellation of the union of discs.

continuous with respect to the reference process, the discs in the model lie in
general position almost surely, too.

Assume a union of discs U = Ub; in the general position. For each disc b;
with ghost sphere s;, let sj‘ = {(a1,az2,a3) € s; : ag > 0} denote the corre-
sponding upper hypersphere. For v € b;, let ¢;(v) denote the unique point
on sj‘ those orthogonal projection on R? is v. Define C; = {c;(v) : v € b,
lv—ci(v)]| > |lv—¢;(v)| for v € b; Vj}. Denote B; the orthogonal projection
of C; on R2.

Definition The system B of all sets B; is called power tessellation of a union
of discs.

An example of the power tessellation is shown in Figure 2.

Since the power tessellation provides a subdivision of I/ into 2-dimensional
convex sets with disjoint interiors, it becomes very useful when calculating
values of geometrical characteristics of the union. Some examples of its use-
fulness are:

e Calculation of A(Uy): instead of the inclusion-exclusion formula

AU) = Ab:) = > Albiy, Nbiy) + ...
i {i1,42}
H DM A, NN byy)
{i1,..0sin}
we use

Aly) = ZA(B».

e Analogously we calculate L(Ux).
e For Euler-Poincaré characteristic x(Ux) = Nec(Ux) — Nu(Ux), we use
its equivalent definition (see [10])
— x(K;) =1 for K; compact convex set,
- xX(UiL Ki) = ZZ=1(*1)}H1 Z{i1,...,ik} XK, 0=+ N K, ),
from which we get

(4) X(ux) = Nc(ux) - Nie(ux) + Niv(ux),



Power tessellation as a tool for estimating parameters in a model of a random set 31

where NV, is the number of nonempty cells in the tessellation, IV, the
number of interior edges (i.e. lines formed by nonempty intersections
of exactly two cells of the tessellation) and NV, the number of interior
vertices (i.e. points formed by nonempty intersections of exactly three
cells). From the assumption of general position it follows that there
are no other addends in (4).

e All the calculations are local in the sense that when we add or delete
a disc, only the cells intersected by this disc can be changed, while
the rest of the tessellation is unchanged.

The detailed algorithm for construction of the new tessellation in the case
of adding a disc or deleting a disc, respectively, when the old tessellation is
known, can be found in [6]. Moreover in [4], implementation of this algorithm
to the program written in C++ is described.

6. Estimating parameters

6.1. MCMC maximum likelihood

Denote fp(x) = ho(x)/co (i-e. ho(x) = exp (0 - T'(Ux)) is the unnormalized
density). For an observation x (or more often Ux), the log likelihood function
is given by

1(0) =log hg(x) — logcy = 0 - T'(Ux) — log co.
The problem is that cy has no explicit expression. However, we can work with
likelihood ratio instead, since for fixed 6, the term cy/cp, in log likelihood
ratio

1(6) — U(6o) = log(he(x)/he, (x)) — log(ca/ca,)
can be approximated by

1 n

5 Cop/Coy, ~ — her hg Ym,
) Jen, ~ 5 3 halYon) iy (Vo)
where Y,,, are realizations from fy,(x) obtained from MCMC simulations.

Usually, a large number of simulation is needed for the approximation (5).
For example for analyzing the set on Figure 1 described in [7], a few milli-
ons of such simulations were used, so the power tessellation provided really
significant simplification.

6.2. Integral characterization of Gibbs process

In [1], Dereudre shows a Gibbs property of Quermass-interaction process.
The corollary is that for this process, we can use the equation (6) known as
integral characterization of Gibbs process (see e.g. [3], [9] or [8]). It says that
if S grows to R? and the reference process Y as well as the disc process X are
stationary, intensity of Y is p and denoting B a set of all discs (or equivalently
the space R? x (0,00) of the corresponding points) then for an arbitrary
measurable function g : N x B — R it holds that
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©  EX oX\eo=pE [ XX d).
zeX R2x(0,00)

where u is the center of the disc y and Q(r) is a probability measure on its

radius. Practically, it means that if the observation window W for the data x

is large enough then we can use the approximation

(7)
dogx\wa)=p D gxyNe(xy)

TEX UEWgrid,T€EQgrid

=p > gxyexp(BrAXy) + ... +0sx(x,y)),
UEWgrid,TEQgrid
where Wy,iq is a discretization of W and Qg4 is a discretization of the
support of @ multiplied by the corresponding probability weights.

A study of how to choose suitable functions g and solve the equation (7)
to obtain estimations of the parameters is in progress and will be presented
in [2]. Nevertheless, from (7), it is seen that A\¢p must be calculated many
times, and so acceleration provided by the power tessellation is used again.
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NEPARAMETRICKA KALIBRACIA — PREHL’AD

Klara HorniSova

Klic¢ové slovd: Jednorazova a simultanna kalibracia, vierohodnostny a apo-
steridérny pristup, toleranéné oblasti, kopula, neparametricka regresia.

Abstrakt: Clanok pontika porovnanie viacerjch neparametrickych kalibrac-
nych oblasti.

Abstract: Paper offers comparison of selected nonparametric calibration re-
gions.

1. Uvod

Kalibraciou sa v statistike rozumie odhad neznamych hodnét ndhodnej veli-
¢iny (vektora, procesu) X € X podla nameranych (zodpovedajtcich) hodnot
vei¢iny Y € YV s vyuzitim predpokladov ¢ informécii o ich zdruzenom rozde-
leni (v dalsom uvazujeme iba 1-rozmerné X a Y’). Typicky sa pouziva, ak sa
Y d4 odmerat podstatne jednoduchsie ako X, leZ nepresnejsie, no Specidlnym
pripadom st aj nezavislé rovnako rozdelené X a Y. Hlavnou tlohou je pre
namerané hodnoty Y;, j = 1, ..., najst kalibra¢né oblasti C(Y;) C X, ktoré
by s dostato¢ne velkou pravdepodobnostou 1 — « porade pokryvali nezndme
zodpovedajice hodnoty Xj,

P (XjecYy) =(=)1-a”

Nech 3 zdruzend hustota f(x,y) = fx v (z,y).

V literatire sa vyskytuju dva zékladné postupy, ako sformulovat kalibra-
¢nu tlohu. V idedlnom pripade, ak st pravdepodobnostné rozdelenia celkom
zname, mozno ich opisat takto:

i) ,aposteriérny” postup:

Ak st zndme podmienené hustoty f(x|y) pre Vy € Y, tak pre Vy € Y

PCWIY =y)=1-a,
napriklad

Cy) = (fas2(y), frcas2(ly))-

ii) ,vierohodnostny” postup:
Ak st zndme podmienené hustoty f(y|z) pre Vo € X, tak pre VY € Y
treba najst C(Y) C X;

PzeCY)X=2)=1—aqa, ;VzEX,
casto v inverznom tvare

CY)={zeX;Y €A (z,1-0a)},
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kde
PYeA@x,l-a)X=2x)=1—a;VzreX
teda {A(z,1 — a);z € X'} je toleran¢éna oblast pre Y, napriklad
Az, 1 —a) = (fas2(|2), fioasa(|2).

Ak je zndma f(z,y), d& sa postupovat podla i) aj ii), no vo vSeobecnosti st
vysledné kalibrac¢né oblasti rozne:
Pre nezavislé X,Y:

Cii(Y) ={z;Y € (fay2(12), ficas(|2))} = {2;Y € (fyia2()s fri—as2())}

_ { P, akY ¢ <fY,a/2(~)7fY,17a/2(-)>
X, akY € (fya/2(), fri—as2())
(tj C“ zavisi od Y)

# (fx,a72() fxa—ay2()) = Ci(Y)

Teda aposteriérny postup sa v tomto jednoduchom priklade javi ako prirod-
zeny a spravny [14], kym vierohodnostny ako nespravny, no piSe sa o fiom
viac.

V skuto¢nosti fxy(.,.), f(-|z), f(:]y), ... nebyvaju (v uplnosti) zname,
takZe sa odhaduji na zéklade udajov D,, := (X;,Y:), i = 1,...,n, z kalibra-
¢ného experimentu, kde

nahodny vyber z fx y(.,.) ( = ndhodné kalibracia)

(Xi,Yi)yi=1,...,m E{Xi € X, Y; ~ f(|X = X;) ( = riaden4 kalibracia)

(Okrem tychto dvoch moznosti sa mozu (vo viacrozmernych ulohach) vy-
skytovat aj iné. Kym napriklad usporiadanie dim X = 1, dimY = 2, Y =
(Y[,Y[]), D = (XZ',Y[’,‘,Y[[’,‘), i = 1,...7’[1, X a Y[[ s nezévislé, ‘Xz S
X, Yrr; - ndhodny vyber z apriérneho rozdelenia f(yrr), Yr: ~ f(|X =
X, Y1 =Yqr,) - Glohou je pre budtce dvojice pozorovani (Y7,Y7r) odhad-
nut zodpovedajice hodnoty veli¢iny X - eSte zodpoved4 riadenej kalibracii,
tak situacia, kde Y77 ; € Vi, nie je ani v jednej z tych dvoch tried.

Ani udaje D s replikdciami, V;; ~ f(|X = X;), j = 1,...,m,;, ¢ uz
X; ~ f(z) alebo X; € X, nepatria ani do jednej z tych dvoch tried.)

Pri vierohodnostnom postupe sa z D vypoc¢itaju odhady f( |z)= fA(|x7 Dy)
hustot f(.|z) pre Vo € X, a pre Yy € Y sa najde kalibra¢nd oblast C(Y,D,,),
bud jednorazova

Pp, (Py|x(z €C(Y,Dp)|X =2,Dp) >1—a) >1-46
alebo simultanna
Pp, (Pyix( €C(Y,Dy)|X =2,Dp) 2 1—a;VzeX)>1-4,

(pri celkom znamych fyx(.|z) takéto rozliSovanie nemalo vyznam)
casto v inverznom tvare

CY,D,)={zeX;Y € A,(x,Dp,1 —,1-96)},
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kde

Pp, (Py|x(Y € A (2,Dn,1 —,1=0)|[X =2,Dp) >1—a) >1—4,
alebo
Pp,(Pyix(Y € A(2,Dp,1 -, 1 = 8)|X =2,D,) > 1 —a;Vz € X) > 1§

teda {A(z,Dp,1 —a,1 —d);z € X} je jednorazové alebo simultanna tolera-
nénd oblast pre Y.

Pri aposteriérnom postupe sa z D a apriérnej hustoty f(z) odhaduji pre-
diktivne hustoty fx|y(.[y) a kalibra¢nd oblasf sa zostroji ako oblast naj-
vierohodnostného postupu neuplatiiuje hladinu spolahlivosti 1 — . Pri tomto
postupe sa navyse nerozliSuje jednorazova kalibracia od simultanne;j.

Zavislosti a pravdepodobnostné rozdelenia velicin X a Y st navyse ¢asto
zneprehladnené dalsimi parametrami, napospol rusivymi. Napriklad aposte-
riérne postupy sa mozu navzajom lisit podla toho, ¢i je dané apriérne roz-
delenie pre X alebo pre skuto¢né hodnoty Y, ak sa meraji s chybami, a pre
(spolo¢né) parametre hustot fy|x(.|X = ) [8, 10].

Zostrojenie kalibra¢nej oblasti pre veli¢inu X (ktord je zhruba podielom Y
a parametra sklonu v regresnom modeli pre fy|x) ako inverzie tolerancnej
oblasti pre Y je obmenou Fiellerovej tilohy, takze v pripade slabsie informativ-
nych tdajov D moze s nenulovou pravdepodobnostou viest k neohrani¢enym
intervalom, vritane (—oo, 00). No aj aposteridrne rieSenia st citlivé na apriér-
ne rozdelenie f(z), a menej aj na apriérne rozdelenia rusivych parametrov,
ak je nimi f(z) uréené len implicitne.

Jestvuju préce o stotozniujuacich apriérnych rozdeleniach (matching priors),
pri ktorych sa aposteriérna kalibra¢na oblast priblizne priblizne zhoduje s vie-
rohodnostnou [3, 4, 5, 21].

2. Niektoré kalibra¢né metody

1. Krishnamoorthy a Mathew [13] podla Mee, Eberhardt a Reeve (1991)
inverzia simultdnnej tolerancnej oblasti v modeli

f(yla) ~ N(m™(2)8,0%); Yz
kde m(.) - zndma, 8 € RP, 02 - nezname.
A (2,D) := (m" (2)B — k(z)S,m" (x)B + k(x)S) ,
kde
B=(M"M)"'"M"Dy, §?%=(D;—MB)"(D;—MB)/(n—p),
M =m;(X;),i=1,...,n,j=1,....p,
Dy:=(Y1,...,Y,) ", d? = d*(x) :=m" (z)(M " M) ‘m(z).

Pyix(Y € A (2,D)|X = 2,D) > &(dW + k(d)U) — D(dW — k(d)U) ,
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kde U ~ N(0,1), W2 ~ XZ st nezavislé, k(d) = A [Zl—a/2 +(p+ 2)1/2d]7 a A
je také, ze

P>y » <mdin (D(AW + k(d)U) — D(dW — k(d)U)) > 1 — a) =1-4.

2. Witkovsky a Chvostekova [20] inverzia simultdnnej tolerancnej oblasti
pre rovnaky model:

A (z,D) :={ (énf) (m"(2)B + u o,0), sup (M (2)B + U 1-ay0)),
0); B8,0);
A(D,B,0)<A1-s A(D”é’g))g)\lﬂs |

kde a1 + as =« a
XD, B,0) = (D2 — MB) (D2 — MB)/0” — nlog((n — p)S*/(no?)) —n ,
A(D,B,0) ~ A~ Qp + Qn—p —nlog(Qn—p) + n(logn —1) ,
kde Q) ~ X3 a Qn_p ~ X3_, St nezavislé.
3. Brown [2] aposteriérna bayesovska nesimultdnna riadené kalibréicia:
fylz) = N(u+ Bz, 0%)
apriérne rozdelenie: 7(u, 8,02, ) = w(w, B, 0?)w(z),
Jeffreysov prior: m(u, 3,02) o< 02
= aposteriérne: (u — f1)|o* ~ N(0, %2), (B—B)|o% ~ N(0,6%(D] D)7},

Dy — i —DiBII>
WPe =i — 0PI

0_2 n—2

prediktivne rozdelenie Y|z :

V=2 Y(x) — i — B
D2 — o = D1 B (1 +1/n+ (D] Dr)~'a)!/?
= aposteriérne rozdelenie z|(D,Y = y) :
7(z|D,Y =y) x n(Y(x)|D, z)mw(z|Dr)

~tp_2

1
napriklad: w(x|Dy) o (1 + — + JZ(DlT’Dl)_lx)_(”—Q)/Q
n
4. Gruet [7] neparametricka simultdnna vierohodnostnd kalibrécia:
1 T
s =4 (2).
£y - Bf (k) = ~x (2
kde Ef(.|z) - nezndma funkcia, rastica alebo klesajica v x,
x(.) je zndma hustota, x(z) = x(—z).

Bodovy kalibra¢ny odhad # neznamej hodnoty = sa uréi minimalizaciou
vzdialenosti od oblaku dat ako rieSenie rovnice

Ho(2,Y) = Ef(Y]z) = %ZK ho (2 — X)) U(Y; —Y) =0, kde
=1
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Kp(u) = R 'K (h7lu), K(.) - jadro s nosiom (—A,A), t.j. K(.) > 0,
K(-z)=K(z), K(-A) = K(A), [ K(u)du = 1.
Nepérna neklesajica funkcia ¥(.) vazi vplyv odlahlych pozorovani, napri-
klad
v ={ &

max{—r, min(u,k)} , K >0 (Huberova funkcia).
Ak je rieSeni I viac, vyberie sa to najblizsie k X;, kde Y; je najblizsie k Y.
Pre U(u) = u:

1S K (- X)) (Y- Y i
Ho(z,Y)=0 = "Zq:l i (2= X) ( ) _0 = Ef()-v =0,
n Zizl K hn (:C - Xz)

teda Ef(.]x) = Eof(.]x) je Nadarayov-Watsonov odhad, t.j. lokdlne polyno-
micky odhad funkcie Ef(.|z) stuptia 0 [19].
Pre vSeobecné V(.):

IS Ko, (o—X;) 2L (2XE —
H,(z,Y)=0 = = Zz=11 Z"( )g” ( In ) =0 = 2 of (ylx)
n Zi:l K hn(x - Xl) 8y y=Y
_ 9fll)| _
9 =y |
kde L(u) := — [ ¥(u)du je jadro, teda formalne by sa odhad & urcoval tak,

aby v y =Y bol staciondrny bod, a ¢asto sicasne maximum hustoty f(y|x).
7 by sa mohlo hladaf aj ako riesenie rovnice

of (ylx) _
Y Ny—y

t.j. namiesto derivacie odhadu funkcie f(y|z) by sa pouzil odhad jej derivacie.
Je vSak zndme, Ze takéto odhady v neparametrickej regresii zavela nestoja.

Simultanne intervalové kalibra¢né odhady neznadmych hodnot = sa hladaja
ako simultdnne toleran¢né mnoziny C(Y,D,,) = C(Y) s vlastnostou

liminf Pp, (Py|x(z €C(Y)|z) >1—a;Va) >1-4,
n—oo
atovtvare C(Y)={z € X;|Eof(|z) = Y| <c},c=c(l —a,1—9).

Pri istych zjednodusujicich predpokladoch sa ¢ vypocita s vyuzitim apro-
ximacie rozdelenia pravdepodobnosti supréma nahodného procesu z ¢lan-
ku [1], ktord vSak plati len pri predpoklade asymptotickej stacionarity procesu
a je uz prekonand napriklad trubicovymi metédami [15] - trubicové vylepSenia
majui vyznam najmi vo viacrozmernych pripadoch.

V bodovom odhade Z moZno nahradit Nadarayov-Watsonov odhad lokalne
polynomickym odhadom neparneho, napriklad 1., stupnia, ¢o zmensuje vy-
chylku.

5. Misquitta [16], Misquitta a Ruymgaart [17] riadend neparametrické ka-
libracia:
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m(z) := Ef(.|X = x) - nezndma funkcia, monoténna vz € X
m(.) : m(X) — Y - inverzna funkcia k m(.)
Var f(.|z) = 0? €< 0, 00;Vz
y =m(z)
Bodové kalibrac¢né odhady nezndmej hodnoty x:

a)

i=1
b)
~ . . 2
z = argmin(y — m(z))”
kde

_ XL K o= XY
Y Kol = X3)
(Nadarayov-Watsonov odhad pre m(z) = Ef(.|X = z))

(z)

Z=m(Y) , kde m(.) je odhadom funkcie m(.) ,
; Y Knly-Yi)X;
my) = <<
Zizl K h(y - K)
(Nadarayov-Watsonov odhad pre Ef(.|Y = y))

Prvé dva odhady (analdgie klasického bodového kalibra¢ného odhadu
z obyc¢ajnej linedrnej regresie) st konzistentné, treti (analégia inverznej ka-
librécie) je konzistentny, len ak st v D,, replikicie pre VX;;i=1,...,n.

6. Na kalibraciu v zmieSanych a nelinearnych parametrickych regresnych
modeloch sa pouziva bootstrap a trubicové metédy [9, 12, 11].

7. Dalgie pristupy ku kalibracii vyuzivaja napriklad Kalmanov filter a po-
jem hibky [22].

3. Kopuly

Pri neparametrickom aposteriérnom pristupe by sa dal vyuzit odhad podmi-
enenej hustoty navrhnuty v élanku [6] vyuZzivajuci pojem kopuly.
2-rozmernd kopula je funkcia C : {0,1)2 — (0,1) s vlastnostami [18]
C(0,u) =C(u,0) =0, C(1,u) =C(u,1) =u; Vu €(0,1)
C je 2-rastuca: aka <bac<d;
C(b,d) — C(a,d) — C(b,c) + C(a,c) > 0.
Sklarova veta:
VExy(.-),3C 1 (0,1)* = (0,1);¥(z,y); Fxy (z,y) = C(F(z),G(y)).
Pre spojité F(.), G(.) 3C; C(u,v) = Fx,y (F~(u), G71(v)).
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C(.,.) je distribuéna funkcia na (0,1)? s rovnomernymi marginalnymi
rozdeleniami.

VF(.),G(.),¥C(.,.); H(z,y) := C(F(z),G(y)) = H(.,.) - distribu¢na funk-
cia s okrajmi F' a G.

Ak je (X,Y) spojity ndhodny vektor a p(.),q(.) st neklesajtce funkcie,
tak V kopula vektora (p(X),q(Y)) sa zhoduje s kopulou vektora (X,Y) na
mnozine p(X) x q()).

Faugeras [6] navrhuje pre podmienend hustotu

fxv(z,y)
flylz) = e =g9(y)e(F(z),G(y))

namiesto odhadu v tvare podielu

Faole) = L2y,
n; X \T
frxy(@y) = ZK;L K n(Y; —y)
f i ( Z K ,(X; — z) , a jeho variantov,

odhad v tvare suc¢inu

fn<y\x>:gn(y>én( Fo(x),Gn(y)) , kde

gny) = oo ZKoy Ny,

1 n
=- ZH <Xeo0) () 5 Gn() = — > T v ()
=1 !

) = i S (Bl 2 Gl

na,bn

anp =by , K (u,v) = K 1(u)K 2(v)

K o(z) = Z(l —2?)I ~_11>(x) (Epanec¢nikovovo jadro) ,

én(u,v)wcnuv ZKuan i Uan(vi)v

ta— 1(1 _ t)b_l
B(a,b)

Pravda, zatial st zndme len lokalne asymptotické vlastnosti odhadu f (ylx).

K () =82 1-2(t) (beta jadro) , Bu»(t) =

b+1°B5F1

Odhad f (y|z) sa d4 priamo vyuzit iba pri ndhodnej kalibracii.
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ELEMENTY STATISTICKE ANALYZY
KOMPOZICNICH DAT

Karel Hron

Klicovd slova: Kompozi¢ni data, relativni informace, Aitchisonova geometrie
na simplexu, charakteristiky polohy a variability.

Abstrakt: Mnoho realnych dat v pfirodnich a spolecenskych védach i v rtaz-
nych dalsich disciplinach jsou ve skutecnosti kompozi¢ni data, protoze pouze
podily mezi proménnymi poskytuji relevantni informaci. Kompozi¢ni data
jsou reprezentovana Aitchisonovou geometrii na simplexu. Pro moznost apli-
kace standardnich statistickych metod, vytvorenych za predpokladu euklidov-
skych vlastnosti vybérového prostoru, je potfeba vyjadrit kompoziéni data
jako souradnice vzhledem k ortonormalni bazi ¢i generujicimu systému na
simplexu. Ukolem pifspévku je predstavit zdkladni teoretické aspekty proble-
matiky a populérni prostfedky popisné statistiky pro tento typ dat. Uveden
je téz prehled softwarovych baliku, které jsou k dispozici v R.

Abstract: Many practical data sets in environmental and social sciences and
various other disciplines are in fact compositional data because only the ratios
between the variables are informative. Compositional data are represented in
the Aitchison geometry on the simplex, and for applying standard statistical
methods designed for the Euclidean geometry they need to be expressed in an
orthonormal basis or in a generating system of compositions on the simplex.
The aim of the paper is to introduce the basic theoretical background as well
as the most popular exploratory tools for this kind of data. Also software
packages, available in R, are mentioned.

1. Kompozi¢éni data a jejich geometrie

Datové soubory jsou ¢asto charakterizovany vicerozmérnymi pozorovanimi
s kvantitativné vyjadienymi relativnimi prispévky c¢asti na celku. Jako ptikla-
dy lze uvést koncentrace chemickych prvki v horniné, mési¢ni vydaje domac-
nosti na rizné komodity (jidlo, bydleni, doprava, a podobné) nebo procentu-
alni vyskyt riiznjch zivoéisnych druhf ve zkoumané oblasti. Casto pravé pro-
centa jsou pouzivana k vyjadieni zminénych relativnich velikosti slozek téchto
dat a proto obvykle hovorfime o simplexu jako jejich vybérovém prostoru.
Nicméné, situace je obecnéjsi, protoze jedina relevantni informace v datech
je obsazena v podilech mezi jejich slozkami. Z tohoto pohledu reprezentuji
procenta pouze vhodné vyjadfeni informace, obsazené v mnohorozmérnych
pozorovanich. Tyto tvahy vedly na pocatku osmdesatych let minulého sto-
leti Johna Aitchisona k zavedeni pojmu kompoziéni data (nebo téz zkrécené
kompozice) k charakterizovani tohoto typu dat a k navrzeni moznosti jejich
statistické analyzy s vyuzitim tzv. logratio transformaci [1].
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Geometrie kompozi¢nich dat, oznacena pozdéji jako Aitchisonova, bere je-
jich vySe uvedené charakteristické vlastnosti do tvahy a je zalozena na special-
nich operacich perturbace, mocninnd transformace a Aitchisonové skalar-

nim souéinu [7]. Podrobné&ji, pro D-slozkové kompozice x = (x1,...,zp),
y = (y1,...,yp) a redlné ¢&islo «, takto postupné obdrzime kompozice

x®y =C@1y1,...,2pYp), a ©x =C(af,...,zH)

a realné ¢islo

(x, Z Z In 1 yl.
i=1 j=i+1
S vyuzitim vlastnosti Hilbertova prostoru vede Aitchisoniv skalarni soudin
také k definicim Aitchisonovy normy a vzdalenosti. P¥itom symbol C oznacéu-
je operaci uzavéru, kterd transformuje soucet slozek kompozice na zvolenou
konstantu x (bez ztraty informace). Jak bylo uvedeno vyse, za konstantu x
obvykle bereme 1 nebo 100, abychom mohli reprezentovat kompozice na
D-slozkovém simplexu (dimenze D — 1),

D
SP = {x=(z1,...,2p), x; >0, Zw, =K}

7 geometrickych vlastnosti kompozi¢nich dat lze snadno odvodit, ze stan-
dardni statistické metody jako napf. metoda hlavnich komponent, fakto-
rova analyza nebo korela¢ni analyza, navrzené za predpokladu euklidovskych
vlastnosti vybérového prostoru a standardnich mnohorozmérnych dat s abso-
lutni §kalou, mohou vést (a ¢asto také vedou) k zavadéjicim vysledkiim. Toto
lze demonstrovat na mnoha piikladech, uvedenych v literatufe [1, 8, 9, 13].

Resenim je vyjadfit kompozi¢ni data v soufadnicich vzhledem k (n&jaké)
ortonormalni bézi {e1,...,ep_1} na simplexu (s Aitchisonovou geometrif).
Potom lze totiz zFejmé kazdou kompozici x € S zapsat jako

x=(x,e1)40€e1 P - B (X,ep_1)a Oep_1.
Pokud oznacime

x* =h(x) = (a],...,2p_1) = ({(x,€1)4,...,(X,ep_1)4),

pak (D — 1)-rozmérny redlny vektor x* obsahuje pravé soufadnice vzhle-
dem k uvedené ortonormalni bazi. Zobrazeni h tedy transformuje kompozice
izometricky z SP do RP~! a asto se téZ nazyvéa izometricka logratio (ilr)
transformace [5]. V disledku toho je Aitchisonova geometrie nahrazena eu-
klidovskou a plati nasledujici vztahy (pro realna ¢isla «, ),

hla©x® B0OYy) = ah(x)+ Bh(y) = ax* + By, (x,y)a = (X, ¥y )E

kde posledni vyraz znac¢i obvykly euklidovsky skalarni soucin. Analogické
vztahy by platily i pro normu a vzdalenost kompozic [7].

Volba ortonormalni baze na ST je kliova pro interpretaci soufadnic.
Pii jeji konstrukci je preferovan postup, nazyvany postupné bindrni déleni
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(PBD) [6, 7], protoze umoziiuje interpretaci ve smyslu skupin slozek kompo-
zice. P¥i samotné konstrukei soufadnic (nazgvanych v tomto kontextu téz bi-
lance neboli rovnovahy) postupujeme nasledovné. V prvnim kroku rozdélime
slozky kompozice do dvou skupin; slozky prvni skupiny oznac¢ime +1 a slozky
druhé skupiny —1. Takto obdrzime prvni soufadnici, ktera vyjadiuje rovnova-
hu mezi +1 a —1 slozkami a zastupuje takto vlastné podily mezi jednotlivymi
+1 slozkami na jedné strané a —1 slozkami na strané druhé. Ve druhém a na-
sledujicich krocich je ziskana skupina slozek (+1 ¢ —1) opét rozdélena na dvé
nové skupiny, podobné oznacené pomoci +1 a —1, zatimco nezahrnuté slozky
jsou oznaceny 0. Ziskané soutadnice v kazdém kroku (pro zahrnuté slozky)
maji analogickou interpretaci jako pfedtim. Pocet kroki, potfebnych k dosa-
zeni skupin obsahujicich pouze jedinou slozku, je presné D — 1, tedy dimenze
SP. Pokud oznaéime pocet +1 a —1 v i-tém kroku jako r; a s;, dostaneme
nové souradnice ve tvaru

* TS H+ .’E;/”

i 7“i+8ilnH xl/s“Z:

- Ty

1,...,D—1;

pfitom souéin s indexem + (resp. —) probihd pfes slozky oznaéené +1
(resp. —1) v i-tém kroku. Celd procedura se obvykle zapisuje do tabulky, pro
podrobnosti 1ze odkazat na [7].

Volbé konkrétnitho PBD obvykle pfedchazi hlubsi posouzeni studovaného
problému, coz nasledné umozni kvalifikovanou interpretaci novych sourad-
nic a vztahi mezi nimi. Pokud ovSem aplikujeme na datovy soubor néjakou
objektové orientovanou statistickou metodu jako napt. diskrimina¢ni analyzu,
ziskané vysledky jsou na volbu baze invariantni (volby dvou rizngch ortonor-
mélnich bazi na simplexu se projevi jako ortogonélni transformace souradnic).
Jedinou vyjimkou, kdy se jevi pouziti ortonormalnich soufadnic jako méné
vyhodné, je v piipadé biplotu pro kompoziéni data [2], kdy preferujeme vy-
jadfeni kompozic v generujicim systému na simplexu prostiednictvim tzv.
centrované logratio (clr) transformace [1], definované pro kompozici x jako

y=cdrx)=|In ! ,...,In 1D .
D\/ Hfil Li D\/ Hizl Zi

Ackoliv souradnice v tomto ptfipadé svadéji k interpretaci ve smyslu ptavod-
nich slozek kompozice (uvedend transformace je dokonce téZ izometrickd),
jsou vysledna data singularni, protoze soucet slozek y je roven nule. To ¢ini
nasledné obtize pii jejich statistickém zpracovani, napf. pfi pouziti robustnich
metod [8].

2. Priprava dat na zpracovani - nuly a chybéjici hodnoty

Prace s logaritmy podila slozek implikuje nutnost pouze nenulovych hod-
not slozek kompozic. Nicméné, také nulova pozorovani se mohou v realnych
datech vyskytovat, a to jako hodnoty pod mezi detekce, nebo vinou tplné
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absence prislusné slozky v kompozici. Prvni pfipad se casto vyskytuje pri
geochemickych méfenich a v soucasné dobé jiz existuje k nahrazeni nul né-
kolik pfistupii, zaloZzenych mimo jiné na pouziti EM-algoritmu a vyjadieni
kompozic v bazi, ktera neni ortonormélni [10, 11]. Druha situace (tzv. struk-
turni nuly) se naopak ¢astéji vyskytuje pfi vybérovych Setfenich; je zfejmé,
Ze napr. vybrané osoby - nekuiaci budou mit pfi zjistovani struktury vydaja
domacnosti nulové vydaje za cigarety. Pro diskuzi tohoto problému a navrhy
moznych FeSeni lze odkézat na [3].

Druhym ¢astym problémem, ktery je tfeba vytesit pred samotnym zahdje-
nim statistické analyzy kompozi¢niho datového souboru, je imputace chybéji-
cich hodnot. Vzhledem k tomu, Ze jedina relevantni informace je v tomto pri-
padé obsazena v podilech mezi slozkami (a s absenci kazdé slozky tak zaroven
ztratime téZ tyto pfislusné podily), je nutné tomuto faktu samotnou imputaci
prizpisobit. Mozné FeSeni je navrzeno v [9], kde je tento problém Fesen dvou-
stuptiovym algoritmem. V prvnim kroce je provedena tvodni imputace po-
moci metody k-nejblizsiho souseda (k-nearest neighbor, k-NN, [16]) a v druhé
fazi je pouzito iterativniho algoritmu, zaloZeného na regresni imputaci. Pfi-
tom v k-NN se obvykle pouziva k nalezeni nejblizsich sousedt euklidovské
vzdélenosti, kterd je v tomto pfipadé nahrazena vzdalenosti Aitchisonovou,

N N s\’
da(x,y) = |5 (ln—l—ln—z) )
bey) DZ 2 z; Yj

i=1 j=i+1

a modifikovana vzhledem k charakteru kompozic [9]. Bohuzel, k-NN plné ne-
dokaze zachytit mnohorozmérné vztahy mezi kompozi¢nimi slozkami, tyto
jsou uvazovany pouze nepiimo pii hledani k nejblizsich sousedt. Z tohoto
pohledu je zfejmé, ze mize byt kvalita imputace zlepSena pouzitim iterativ-
niho modelové orientovaného postupu. Pro jeho specificnost bude tento blize
predstaven v nasledujicich dvou odstavcich.

V kazdém kroku iterace této regresni imputace je jedna proménna jako vy-
svétlovana a ostatni slouzi jako regresory, tedy mnohorozmérna informace je
vyuzita pro imputaci hodnot této proménné. Protoze ovsem pracujeme s kom-
pozi¢nimi daty, nemizeme pro regresi pouzit puvodni slozky, ale je nutno pra-
covat v souradnicich. Nicméné, jiz pro samotnou konstrukei bilanci je potfeba
mit k dispozici datovou matici bez chybéjicich hodnot. Tento problém lze vy-
fesit pravé inicializovanim chybéjicich hodnot pomoci k-NN imputace, jak
bylo zminéno vyse. Dalsim problémem je samotnda volba bilanci, protoze ne-
kvalitni inicializace chybéjicich hodnot miize nasledné zapftic¢init svého druhu
sifeni chyby. Bilance proto volime v nasledujicim tvaru,

D—i D
D —1 \/H:; L
x ' =i proi=1,...,D —1,

VD it 7 ’
coz zaruc¢i nejvyssi moznou stabilitu vzhledem k chybéjicim hodnotdm. Na-
priklad, chybéjici hodnoty, nahrazené v prvni slozce x1, ovlivni pouze prvni
bilanci x7, ale nemaji jiz zaddny vliv na zbyvajici ortonormalni soufadnice.
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Takovou volbou PBD tedy dosahneme toho, ze je chybéjicimi hodnotami
ovlivnén nejmensi moZny pocet bilanci. Necht slozka x; obsahuje nejvétsi
pocet chybéjicich hodnot, xo druhy nejvetsi pocet, atd., tedy pii regresi x]
na r3,...,r5H_; je inicializovanymi chybéjicimi hodnotami v x; ovlivnéna
pouze proménnd x7, kterd reprezentuje vsechny podily z; s ostatnimi sloz-
kami kompozice.

Zakladni myslenka metody je pak zaloZzena na iterativnim zlepSovani odha-
dt chybéjicich hodnot. Po provedeni regrese zj na x5, ..., 2},_; jsou vysledky
vyjadfeny ve tvaru puvodnich slozek kompozice pomoci vztaht

< D-1 >

r1 =ex -,

1 p \/5 1
= 1 . vD=i .\ .

T; =exXp T — - z; |,i=2,...,D—1,
</ (D—1+1)(D—-1) D—i+1

l

g

Tp =exp (l 1 \/(D—l—l—l)(D—l)Il) .

(aZ na uzavér) a ptivodné chybéjici hodnoty v datové matici jsou aktualizo-
vany. Déle je tentyz postup pouzit pro slozku s druhjym nejvétsim poctem
ptvodné chybéjicich hodnot, atd. Az jsou takto analyzovany vSechny slozky,
cely proces za¢ina znovu az do ustéleni odhadovanych chybéjicich hodnot dle
zvoleného kritéria. Detailni popis algoritmu je k dispozici v [9].

3. Zakladni c¢iselné charakteristiky

Standardni nastroje popisné a induktivni statistiky bohuzel v pfipadé kompo-
zi¢nich dat neposkytuji smysluplné informace. Zejména aritmeticky primeér a
rozptyl nebo smérodatna odchylka nekoresponduji s Aitchisonovou geomet-
rii jako charakteristiky polohy a variability. Tuto skutecnost lze ilustrovat
na Cetnych piikladech, pro podrobnosti lze odkazat napf. na [1]. Ostatné,
problémy s urcenim korelacniho koeficientu [13] iniciovaly zajem o tento typ
dat. Z povahy zkoumanych pozorovani totiz vyplyvaji nasledujici vlastnosti,
které by méla kazda relevantni charakteristika p¥i (nejen) statistické analjze
kompozi¢nich dat respektovat:

o Invariantnost na zménu $kdly: Informace obsazena v kompozici neza-
visi na jednotkéach, ve kterych je tato vyjadfena. Kladné néasobky
vektoru s kladnymi slozkami totiz vyjadiuji tutéz kompozici (jako
tfidu ekvivalence). Kazda smysluplnad charakteristika by tedy méla
byt invariantni na zménu skaly.

o Invariantnost na permutaci: Permutace slozek neméni informaci,
obsazZenou v kompozici.

e Podkompozicni soudrznost: Informace ziskand z kompozice o D sloz-
kach by neméla byt ve sporu s informaci, ziskanou z podkompozice o d



46 Karel Hron

slozkach (vzniklé vybérem sloZzek ptivodni kompozice), d < D. Spe-
cialn€ lze pritom zminit, Ze kazdé relevantni charakteristika, ktera
je funkci slozek kompozice, je vyhradné funkci podili téchto slozek.
V podkompozici tyto charakteristiky zavisi pouze na podilech vy-
branych slozek a nikoli na vynechanych slozkach pivodni kompozice.
Toto je potfeba si uvédomit zejména v souvislosti s pozadavkem inva-
riantnosti na zménu skaly.

Proto je nutné predstavit prislusné alternativy, centrum, matici rozptyla
a celkovy rozptyl. Uvazujme datovou matici X o n Fadcich a D sloupcich
s prvky x;k, obsahujici v fadcich pozorované kompozice. Potom charakteris-
tikou polohy pro kompozi¢ni data je uzavieny geometricky priameér, nazyvany
téz centrum a definovany jako

n 1/n
g:C(917-~-7gD)7 gi = <HIU€> .
k=1

Je ziejmé, ze centrum jiz plné vyhovuje z hlediska vlastnosti, uvedenych
vyse. Disperze v souboru kompozi¢nich dat se nejcastéji popisuje pomoci
(normované) matice rozptyld soutadnic jednotlivych podkompozic (xx, k),
kdei,j=1,...,D,k=1,...,n, tedy

* * *
th tia - tip
* * *
. tor lap ... lop
s
* * *
tpy the --- tpp

kde prvky t; predstavuji rozptyl souboru {z,kj = % In :li, k=1,...,n}
J
Mira celkové variability souboru, celkovy rozptyl, je potom déna vztahem

1 D D
totvar(X) = S

i=1 j=1
Interpretace prvkt matice T* je intuitivni; jestlize je hodnota t7; blizka nule,
znadi to, ze podily mezi i-tymi a j-tymi slozkami kompozic v souboru jsou
velmi stabilni. Nékdy se téz uziva charakteristika exp(—t;;), kterd se realizuje
v intervalu (0, 1). Je pFitom ovSem potfeba si uvédomit, ze ani jedna z nich
nenahrazuje korela¢ni koeficient ve smyslu miry tésnosti linedrniho vztahu
mezi statistickymi znaky. Aplikaci téchto charakteristik na realna data lze
nalézt napf. v [4].

Z pohledu induktivni statistické analyzy je potom vybérové centrum nej-
lepsim nestrannym odhadem centra distribuce ndhodné kompozice (vzhledem
k Aitchisonové geometrii, resp. celkovému rozptylu odhadu) [12]. Déle, z de-
finice je matice T* zfejmé symetrickd a s nulami na hlavni diagonale; pfitom
ziejmé jak jeji prvky, tak hodnota celkového rozptylu nezavisi na konstanté ,
asociované s vybérovym prostorem S, tedy zména $kaly nem4 zadny efekt.
Uvedené charakteristiky variability maji navic dalsi dtsledky. Je zfejmé, ze
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celkovy rozptyl shrnuje matici rozptyla v jedinou hodnotu. Tato vlastnost je
pfitom prirozend, protoze vsechny slozky v kompozici sdili spole¢nou skalu.
Naopak, matice rozptyla vysvétluje, jak je celkovy rozptyl rozdélen mezi
slozky kompozice (resp. mezi logaritmy jejich podila - logratios).

4. Softwarova podpora v R

Programovaci jazyk a softwarové prostfedi R [14] dnes pfedstavuje zfejmé nej-
popularnéjsi software pro statistickou analyzu dat, volné dostupny z adresy
http://cran.r-project.org. Pro praci s kompozi¢nimi daty jsou k dispo-
zici dvé knihovny, compositions [17] a robCompositions [15]. Prvni obsahu-
je uceleny prehled funkci pro zakladni statistickou analyzu kompozi¢nich dat
(napf. téz volbu PBD nebo imputaci nulovych hodnot v datech podle [10])
a kompletn{ archiv zkusebnich datovych souborti z [1]. Druhy bali¢ek je za-
méfeny na robustni analyzu kompozic véetné detekce odlehlych hodnot, me-
tody hlavnich komponent, faktorové analyzy, diskriminacni analyzy a impu-
tace chybéjicich hodnot, spoleéné s odpovidajicimi grafickymi néstroji.

Struény informadéni rozcestnik o kompozi¢nich datech (v éesting) je k dis-
pozici na adrese http://compositions.sweb.cz.
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Abstract: The contribution is devoted to philosophical conception of pro-
bability in the work of two inventive Czech thinkers who are well-known in
a quite different context: T. G. Masaryk and K. Vorovka. Masaryk dealt with
probability in his inaugural lecture at the Philosophical Faculty of the Pra-
gue university in 1882, which was published as a separate booklet one year
later, and he belonged to enthusiastic proponents of logical interpretation of
probability. Vorovka dealt with probability and its philosophical meaning in
several treatises published in the years 19121925, and contrary to Masaryk,
he belonged to critics of both logical and subjective interpretations.

Abstrakt: Ptispévek je vénovan filosofickému pojeti pravdépodobnosti v dile
dvou originalnich ¢eskych myslitelt, ktefi jsou vSeobecné znami ve zcela od-
lisnych souvislostech: T. G. Masaryka a K. Vorovky. Masaryk se pravdépo-
dobnosti zabyval ve své inaugura¢ni pfednasce na Filosofické fakulté prazské
univerzity v roce 1882, kterda byla o rok pozdéji vydana jako samostatna
publikace, a patfil mezi nadSené zastance logické interpretace pravdépodob-
nosti. Vorovka se pravdépodobnosti a jejim filosofickym vyznamem zabyval
v nékolika pojednanich z let 1912—-1925 a pattil naopak ke kritiktiim logické
i subjektivni interpretace.

1. Introduction

From the strict mathematical point of view, probability can be introduced as
a real function over a o-algebra of sets (modelling events) with values in the
interval [0, 1] and satisfying certain axioms, which leads to a nice theory in the
sense of Kolmogorov [7]. After this introduction, probability was recognized
as an adequate branch of mathematics (in spite of using rather inductive than
deductive logic). Nevertheless, such an explanation does not seem satisfactory
to philosophers and all other scientists who would like to use probability
theory in the real world. Therefore, they have been trying for a long time to
find an answer to the seemingly simple question, what the probability really
is, how to interpret it. The two main groups of interpretations are usually
distinguished, namely epistemological theory that identifies probability with
the degree of our knowledge or belief or experience and has two branches
— logical and subjective, and objective theory (with another two branches —
frequency and propensity interpretations) that considers probability to be
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the feature of the objective material world unrelated to human being and its
knowledge or belief.

This paper relates to the first group. Logical interpretation, which iden-
tifies probability with the degree of rational belief that is equal for all people
having the same evidence, is mainly ascribed to J. M. Keynes ([6], 1921). The
acknowledged founders of subjective interpretation are F. P. Ramsey ([12],
1931) and Bruno de Finetti ([4], 1937), who considered probability to be
a degree of belief that can differ for different people with the same evidence.
It is remarkable that the conception of logical interpretation was already
developed by B. Bolzano in the 1830’s [2],' subjective theory was deeply
investigated by the Czech priest Vaclav Simerka in the 1880’s ([16], [17]).

2. Tomas Garrigue Masaryk (1850—1937)

It is certainly not necessary to introduce T. G. Masaryk, the first president
of Czechoslovakia. Nevertheless, it is not widely known that he was also in-
terested in probability theory, above all in its philosophical foundations. Let
us briefly recall that Masaryk studied philosophy and philology at the uni-
versity in Vienna. Among his teachers we can find for example Robert
Zimmermann (1824 —1898), the scholar of Bernard Bolzano,? and Franz Bren-
tano (1838—-1917), the founder of analytical metaphysics; Brentano’s school
of thought appreciated Bolzano’s treatise Wissenschaftslehre [2] and made it
better known. Nevertheless, it concerned above all Bolzano’s philosophy of lo-
gical realism and much less his own logic or ” Wissenschaftstheorie” [scientific
theory]. In any case, we can suppose that through his teachers, Masaryk
was influenced by Bernard Bolzano, too, at least in the field of philosophy.
1878 Masaryk habilitated at the Vienna university with the sociological trea-
tise Suicide as a Mass Phenomenon of Modern Clivilization. Four years later
he was appointed extraordinary professor of philosophy at the university in
Prague, 1897 he earned the full professorship there.

2.1. Hume’s scepsis and probability calculus

For his inaugural lecture at the Prague university held on December 16, 1882,
Masaryk chose the theme Hume’s Scepsis and Probability Calculus. He de-
veloped the topic further in the treatise [9] published as a separate booklet

'n the first half of the 20t" century, Bolzano was often cited and his work was considered
important. But later the contributions written in English came into the foreground.

2Towards the end of his life Bolzano sought a continuator of his mathematical work.
Finally he invested his hopes to young Robert Zimmermann to whom he then willed his
mathematical manuscripts. But Zimmermann concentrated only on philosophy and later
became professor of philosophy (1852 in Prague, 1861 in Vienna). In 1882 he handed
Bolzano’s mathematical inheritance over to the Vienna Academy of Sciences and it passed
it on, while Zimmermann was still alive, to the manuscript department of the Vienna Court
Library, later National Library. Here it lied unnoticed till the end of the World War I; the
efforts to organize and publish all manuscripts is still in progress.



Philosophical Conception of Probability in the Work of T. G. Masaryk and K. Vorovka 51

in 1883; one year later he published a shortened and slightly modified Ger-
man variant [10]. Although all other Masaryk’s publications were devoted to
philosophy, sociology and later politics, and although the character of the
mentioned treatises was primarily philosophical, it is remarkable that they
display Masaryk’s wide acquaintance with the development of probability
theory, mainly in the connection with inductive logic.

In the introduction to [9], Masaryk remarks that he has occupied his mind
with this topic for a long time and that he plans to treat it in a more extensive
treatise on the theory of inductive logic. But because of doubts whether he
will accomplish this project in the near future (and as we know today, he has
never accomplished it), he presents at least this essay that explains the basic
ideas at the background of the historical development to facilitate understan-
ding and possibly further development by philosophers and other interested
people. Masaryk explicitly notes that the treatise demonstrates the logical
meaning of probability theory; in today terminology, we can therefore say
that it belongs to the field of the logical interpretation of probability. The tre-
atise is an answer to Hume’s idea that inductive inferences are solely based on
habits, and since the concept of causal connection does not correspond to any
impression of the external or internal experience, it is completely blank [5].
Masaryk characterizes the principle of Hume’s scepsis by the following words:
Only mathematics deserves our confidence, empirical sciences are uncertain,
since the recognition of causal connections of facts evades us; because we can
gain reliable knowledge only on the basis of an evident relation between the
cause and an effect. ([9], p. 24)

In the main part of his treatise, Masaryk describes the history of philoso-
phical attempts to disprove Hume’s scepsis, that he all finds insufficient. He
starts with the ideas of philosophers of the Scottish School, Thomas Reid,
James Beattie and James Oswald, then he comes to Immanuel Kant and
Friedrich Eduard Beneke. He continues with the first attempts to disprove
Hume’s scepsis with the help of probability theory, namely the contributi-
ons of Johann Georg Sulzer, Moses Mendelssohn, Joseph Marie Degérando,
Sylvestre-Francois Lacroix and Siméon Denis Poisson. Then he turns to in-
ductive logic and its history. He discusses the work of Gottfried Wilhelm
Leibniz, Jacob Bernoulli, Pierre-Simon Laplace, Adolphe Quetelet, Rudolf
Herschel, John Venn etc. He concludes with a remark: All these recent con-
tributions lack an explicit relation to Hume; hereby they lack, I would say, the
real point. .. Hume himself speaks about probability very often, but it seems
that he does not know its mathematical rules, since he cannot distinguish sub-
jective and objective probability, and it is therefore clear how he could have
arrived at his sceptical theory of induction. ([10], p. 14-15)

Unfortunately, it seems that Masaryk did not know relevant treatises of
Bernard Bolzano yet: in [1] Hume is explicitly cited, in [2] Bolzano syste-
matically builds inductive logic as the extension of deductive logic, based on
probability theory.
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2.2. Affair of the manuscripts

Masaryk’s treatise [9] was cited by August Seydler [14] who appreciated it for
stressing the importance of probability theory for inductive logic. Before dis-
cussing Seydler’s paper, let us look at the context in which it was published.
In 1817, two seemingly old Czech manuscripts were found; they were named
after the places of their discovery: Koniginhof Manuscript (bellow abbrevi-
ated KM) and Griinberg Manuscript (GM). The first of them was supposed
to be dated from the 13t century, the second one from the 9*" or 10*" cen-
tury. Shortly afterwards, doubts about their authenticity arose. Firstly they
concerned mainly the GM that would have been the oldest known Czech ma-
nuscript at all (there exists a continual series of old Czech manuscripts since
the 13* century), later also the KM. Nevertheless, defenders were exceptio-
nally persistent, both manuscripts had an important impact on the literature
of the Czech romanticism, and in the time of the Czech National Revival,
they represented an important symbol of Czechs. Masaryk was looking for
the truth, even though he came in for a lot of hate among Czech nationalists.
He invited the opponents of the authenticity to publish their arguments in the
journal Athaeneum that he had founded and edited. In the third volume of
this journal from the year 1886, we can thus find various philological, histori-
cal, sociological, aesthetical or paleographical grounds for the fact that both
manuscripts were forgeries. Perhaps the most important was the paper by
the philologist and literary historian Jan Gebauer [3] who found many gram-
matical deviations from the rules of the old Czech grammar (extracted from
undoubtedly authentic manuscripts) and coincident occurrence of ”suspici-
ous” forms in the manuscripts and in other writings from the beginning of the
19*® century, written before the discovery of KM and GM.

As far as the mentioned philological arguments are concerned, the historian
Josef Kalousek, one of the most active defenders of the authenticity, claimed
that the deviations and coincidences are only accidental. August Seydler,
the above mentioned friend of Masaryk and the professor of astronomy and
theoretical physics at the university in Prague, decided to calculate the pro-
bability that all those suspicious forms are really accidental. The result was
published in the couple of papers [14] and [15].% Seydler restricted himself to
the Koniginhof Manuscript that was defended more fiercely, and he arrived
at the estimation of the probability that all deviations from the old grammar
are accidental: P < 1/3,48-10°. Even smaller was the probability of the
mentioned coincidences: P, < 1/10'. Seydler therefore concluded that the
deviations and coincidences cannot be attributed to the mere chance and had
to be explained. Although these arguments seem to be convincing, Kalousek
and other defenders of the authenticity did not admit them and insisted that
all oddities were accidental. Nevertheless, towards the end of the 19*" cen-
tury, most scholars inclined to the hypothesis that both manuscripts were
forgeries. Definitely it was proved in 1967.

3For more details, see the paper [26] by J. Zichova.
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3. Karel Vorovka (1879 —1929)

Karel Vorovka, philosopher of mathematics, opposed Masaryk’s optimism,
criticized philosophical interpretations of probability as well as the positi-
vistic trend in general. Let us recall that Vorovka studied mathematics and
physics at the Philosophical Faculty of Charles University in Prague and then
worked as a secondary school professor for 20 years. His doctoral thesis was
devoted to integral theory; nevertheless, soon he turned his interest towards
philosophy and philosophical problems of mathematics. In 1919 he habili-
tated for philosophy of natural sciences at the Philosophical Faculty of the
Prague university, two years later he was appointed extraordinary professor
of philosophy of exact sciences at the recently established Faculty of Science
of the same university; in 1924 he became full professor there. In 19201927
Vorovka participated in publication of the idealistically oriented journal Ruch
filosoficky [Philosophical Action], he took also part in several international
philosophical congresses. Among physicists, Vorovka is known as promoter
and defender of Einstein’s relativity theory.

3.1. Influence of Henry Poincaré

As Vorovka himself often remarked, he was strongly influenced by Henri Po-
incaré. The first explicit reference can be found in the treatise [18] explaining
the principle of Poincaré’s conventionalism. Another topic influenced by Poin-
caré concerns the relevance of logical and intuitive elements for mathematics.
The concept of an intuition can best be illustrated by the following words:
Both a mere empiricism and a mere logic would be only groping in the dark if
they were not associated with the most intellectual, the most internal power
of genius, often opposing all senses, a power which moves the whole mecha-
nism of logic and which is perhaps the very true intellect: that is intuition.
([22],* . 156)

Besides [22], Vorovka dealt with this theme in the book [23], later accepted
as the habilitation treatise. The book [23] starts with the discussion of the
concept of logicism according to which mathematics is the part of logic, all
mathematical concepts can explicitly be defined from logic and all mathe-
matical propositions can be deduced from logical axioms and definitions by
the mere logical deduction; this field recognizes the concept of autonomous
truth (e.g., abstract mathematical propositions) that exists out of time and
space and out of human consciousness. Vorovka explains the imperfections
of logicism and then systematically exposes its opposite called psychologism.
Later Vorovka turns from psychologism ”to the neighbourhood of logicism”,
but still believes in rational intuition [24].°

4The paper represents an extended variant of the lecture H. Poincaré as a Philosopher
held by Vorovka in the Union of Czech Mathematicians and Physicists on January 25, 1913,
as one of the series of lectures commemorating the personality of H. Poincaré.

5For more details, see the paper [11] by L. Mazliak.
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3.2. Chance, probability, causality

The influence of Henri Poincaré is apparent in many other Vorovka’s treatises.
From all of them, let us look at the papers dealing with probability theory
and its philosophical meaning. The first [19] was published in 1912 and its
character was rather mathematical: it discussed gambler’s ruin problem and
the history of its solutions, and it proposed the new proof of the fact that if
the number of repetitions is not bounded, one of the players will certainly be
ruined. Other treatises are more philosophical. For the theme of this paper,
the most interesting ones are [20] and [21] where Vorovka criticizes the efforts
to base the theory of logical induction on probability theory, challenges to the
caution when using probability theory in real situations, and tries to persuade
the readers that it cannot solve the problem of causality; he stressed that the
concept of cause and effect should be replaced by the concept of correlation.
The paper [20] was published in 1913 in the philosophical journal Cesk4 mysl
[Czech Thought] under the title Philosophical Reach of Probability Theory.
Here Vorovka criticizes philosophical interpretations of probability including
the contributions of P.-S. Laplace [8], T. G. Masaryk [9] and V. Simerka [16].
He clarifies the most substantial problem of the logical interpretation, which is
the determination of prior probabilities in Bayes’ formula for the probability
of certain hypothesis, conditioned by an available observation or experience.
Unlike Masaryk, Vorovka claims that Hume’s objections are justified and
they cannot be disproved by probability theory. He insists that probability
calculus and Hume’s scepsis belong to completely different intellectual areas
and it is not possible to bring them into a rational relation. He compares the
application of probability calculus to Hume’s scepsis to cutting an atom by
a knife, and the introduction of Hume’s scepsis into probability calculus to
sharpening the atoms in the knife.

Similar ideas can be found in the paper On Probability of Causes [21]
published in 1914 in the journal Casopis pro péstovani mathematiky a fy-
siky [Journal for Cultivation of Mathematics and Physics; bellow abbreviated
CPMF]. The character of this article is rather popularizing. It was intended
mainly for secondary school students; therefore, it contains less philosophy
and more mathematics and illustration examples. Vorovka again investigates
the possibilities of the use of Bayes’ theorem for the proof of the causal con-
nection of certain events, and shows that these possibilities are very limited.
He formulates the basic problem in the following way: Certain phenomenon
was observed, that must have been caused by one of a finite number n of va-
rious events (causes); denote the a priori probability of the kth event by wy,.
Suppose that the events are pairwise excluding and no other possibilities
exist, i.e., wy +wy + - + wy = 1. If the k'™ of these events comes about,
then the observed phenomenon arises with the probability px. Using Bayes’
theorem, probability that the cause of the observed phenomenon was the
k*™ event (in other words, the £*® hypothesis is true) can be expressed in the
form
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Wk Pk
(1) hy, = .
wip1 +wap2 + -+ Wnpn

Vorovka continues with the discussion of the problem how to assess the prior
probabilities wy. Using several examples he shows that in some cases it is
relatively simple but other times it is more complicated or even impossible.
For example, imagine that Peter plays dice with an unknown player; the
highest win goes to the player who gets two sixes in the first throw. When the
unknown player starts to play, he rolls two sixes. What is the probability that
he is a sharpie? If we put w; = wy = 1/2 (according to Laplace principle),
this probability would be 0.97, which contradicts the common sense. We
cannot therefore solve this problem without more information. Nevertheless,
the conclusion of the paper partly softens the critique: Yet Bayes’ theorem
should not be underestimated. After all, it is substantial for probability theory;
on one hand, for applications to events ruled by the law of large numbers, on
the other for the logical coherence of the whole calculus. .. ([21], p. 93)

Let us add that the treatise [20] contains an interesting discussion how
to determine prior probabilities in some cases with the help of Poincaré’s
method of arbitrary functions. More than ten years later Vorovka published
a short paper [25] in which he reacted against the efforts to exclude the
concept of causality from the scientific research. He concludes: Functional
and conditional thinking will always need to its complementarity the causal
thinking. ([25], p. 115)

4. Conclusion

The works of T. G. Masaryk and K. Vorovka represent two completely diffe-
rent conceptions of probability. Masaryk belonged to proponents of its logical
interpretation; his treatises are also remarkable for the fact that they manifest
good knowledge of probability theory and its history, enthusiasm for inductive
logic and a high estimation of mathematics. Thus they show the first Czecho-
slovak president in the less usual light. On the contrary, Vorovka criticized
probability interpretations and claimed that probability theory cannot be
applied to philosophical problems but should be independent of philosophy.
Let us add that soon it indeed happened: in the 1930’s, A. N. Kolmogo-
rov [7] based probability theory on axiomatic foundations, which led to its
acceptance as the ”real”mathematical discipline. Moreover, in the same time
the logical interpretation faced a sharp critique of F. P. Ramsey and B. de
Finetti that led to its gradual abandonment in the second half of the 20"
century. As we could see above, the core of this critique can already be found
in the treatises of K. Vorovka. Nevertheless, serious attempts to bring the
logical interpretation to life recently appeared (for more details, see e.g. the
paper [13] by L. Saxl).
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SIMULTANNE OBOJSTRANNE TOLERANCNE
INTERVALY V LINEARNOM REGRESNOM MODELI

Martina Chvostekova

Kli¢ové slovd: Linearny regresny model, simultdnne tolerancné intervaly, to-
leranény faktor.

Abstrakt: V prispevku sa budeme zaoberat simultidnnymi toleran¢énymi
intervalmi, ktoré st vyuzivané v mnohych meracich tlohach, najmi pri ka-
libracii meracich zariadeni v pripade opakovaného dopredu neznameho poctu
meran{ na zariadeni (pozri [9], [7]). Uvedieme struény prehlad zndmych me-
téd na konstruovanie simultannych toleranénych intervalov v linedrnej regre-
sii s normélnymi chybami. Konkrétne spomenieme Liebermanovu-Millerovu
metédu [5], Wilsonovu metédu [10], Limamovu-Thomasovu metédu a Modi-
fikovani Wilsonovu metédu [6].

Abstract: The simultaneous tolerance intervals are important for many me-
asurement procedures. The most common application for simultaneous tole-
rance intervals is a multiple-use calibration problem; see e.g. [9], [7]. In this
paper we present a brief overview of the methods for constructing simultane-
ous tolerance intervals in a linear regression with normal errors. In particular,
we describe the Lieberman-Miller method [5], the Wilson method [10], the
Limam-Thomas method and the modified Wilson method [6].

1. Uvod

Pri analyzovani biomedicinskych, inzinierskych, ¢i ekonomickych tloh vystu-
puje regresny model ako najlepsi prostriedok na vyjadrenie Statistickej za-
vislosti medzi zndmymi vysvetlujicimi a pozorovanymi odpovedajicimi pre-
mennymi pre konkrétny uvazovany problém. Castou tilohou je stanovit na
zéklade n nezavislych pozorovani, ozn. Y = (Y1,...,Y,)T odpovedajtcich
k danym vysvetlujicim premennym x;,7 = 1,...,n hranice pre K budtcich
nezavislych pozorovani Y, ..., Y% odpovedajtcich k danym x7, ..., x%. Pre
pripad linedrneho regresného modelu s normélne rozdelennymi nezavislymi
chybami, kde nezndme parametre modelu mozno dopocitat metédou najme-
nsich stvorcov, je rieSenie pre zndmu hodnotu K uvedené v [4]. Ak je pocet
budicich pozorovani nezndmy a lubovolne velky je tloha rieSend pomocou
simultdnnych toleran¢nych intervalov.

Toleran¢ny interval je definovany pokrytim (content) v, v € (0,1) a drov-
nou spolahlivosti 1 — «, a € (0,1). Pre populéciu s jednorozmernym rozdele-
nim je toleran¢ny interval skonstruovany na zaklade ndhodného vyberu tak,
aby pokryl aspon vy ¢ast populacie so spolahlivostou 1 — a.
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Na predikciu uréeného poc¢tu moznych budtcich pozorovani linedrnej kom-
binacie T3 + ¢ pre pevné z, kde ¢ ~ N(0,02) a (B, 0) st nezname para-
metre regresného modelu, nie je mozné pouzit opakovane predikény interval
skonstruovany pre jedno budiice pozorovanie. Sirka simultdnnych prediké-
nych intervalov, intervalov pokryvajucich zaroven dany pocet budicich me-
rani, s zvidSujicim sa poc¢tom budicich pozorovani narastd a aj obtiaznost
ziskania numerického riesenia narasta. Teda pre pripad, Ze pocet budtcich po-
zorovanych premennych je nezndmy a fubovolne velky, sa vyuziva toleranény
interval, ktory vymedzuje interval pokryvajuci asponi v ¢ast rozdelenia Y (x)
so spolahlivostou 1 — a. Za predpokladu, Ze x je pevné, ide o vyber z jedno-
rozmerného rozdelenia a vztahy na vypodet jednostrannych aj obojstrannych
tzv. nesimultannych toleran¢éngch intervalov st uvedené v [3].

V préci sa budeme zaoberat simultdnnymi toleranénymi intervalmi (teda @
je Tubovolné) pre model viacrozmernej linedrnej regresie s normalne rozdele-
nymi nezdvislymi chybami. Skonstruované si pouzitim vektora pozorovani Y
tak, aby obsahovali asponi v ¢ast buducich pozorovani ndhodnej premenne;j
Y (x) pre kazdd hodnotu vysvetlujlicej premennej @ simultdnne s koeficien-
tom spolahlivosti 1—a. Predpisané troverni spolahlivosti sa vztahuje k neistote
odhadu nezndmych parametrov regresného modelu (3, o) z nezavislych pozo-
rovani Y a pokrytie sa vztahuje k neistote rozdelenia budiiceho pozorovania
Y(x).

V sekcii 2 zadefinujeme simultanne toleran¢né intervaly pre model viac-
rozmernej linearnej regresie s normalne rozdelenymi chybami. Na ich kon-
Strukciu treba urcit tzv. tolerancény faktor, ktorého hodnota pre dani vy-
svetlujicu premenni zavisi od rozdelenia vektora pozorovani, pozadovanej
Casti pokrytia a trovne spolahlivosti. V sekcii 3 popiSeme zndme metddy na
stanovenie tolerancéného faktora, vSetky vSak prevysSuju pozadovanu troven
spolahlivosti. V diskusii nazna¢ime moznt metédu na rieSenie.

2. Simultanne toleranc¢né intervaly v linearnej regresii

Uvazujeme model viacrozmernej linearnej regresie s ndhodnymi normaélne
rozdelenymi nezavislymi chybami. Maticovy zapis modelu

(1) Y =XB+0Z,

kde Y = (Y1,...,Y,)T predstavuje n-rozmerny ndhodny vektor meranych
hodnét, X je n X ¢ zndma matica vysvetlujacich premennych (jej prvky
nemaju nahodny charakter) s hodnostou ¢ a plati n > ¢. Vektor
B = (Bo,B1,---,B4-1)T je g-rozmerny vektor regresnych parametrov, Z je
n-rozmerny vektor Standardnych nezavislych chyb, tj. Z ~ N(0,1I,) a o je
smerodajnd odchylka, o > 0. Poznamenajme, Ze jednoducha linedrna regresia
je Specidlnym pripadom modelu (1).

Odhady nezndmych parametrov modelu 3, 02 metédou najmensich stvor-
cov su dané
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A - (Y - XB)T(Y - XB)
(2) B=(XTX)"'XTy a S§*= — :

Plati (n — ¢)5?/0® ~ x2_,, kde x}_, oznacuje centralne chi-kvadrat rozde-
lenie s n — ¢ stuptiami volnosti. Ndhodné premenné B a S? st nezavislé.

Nech Y (z) oznac¢uje budtice pozorovanie pre dané 7 = (1,z1,...,24-1)7

potom

(3) Y(2)=2"B+02Z,

kde Z ~ N(0,1) a Y(x) je nezavislé od Y z modelu (1). Pre pevné x,
(7,1 — @) obojstranny toleranény interval pre budtice pozorovanie Y (x) uva-
Zujeme v tvare

(4) <wT/é - )‘(w|7> 1- Q, Y’ X)S7 $TB + )\(Jih/, 1- «, Y7 X)S> ’

ktory je symetricky okolo odhadu T3 a jeho &irka je A(x|y,1 —a,Y, X) -

nasobkom vyberovej smerodajnej odchylky S, kde A\(x|y,1—«,Y, X) je tzv.

toleran¢ény faktor, ktory je treba urcif tak, aby bola splnenéd poziadavka na

pokrytt ¢ast v rozdelenia Y (x) so spolahlivostou 1—a. Dalej budeme pre tole-

ran¢ny faktor v danom x pouzivat pohodlnejsi zapis A = A(z|v,1—a, Y, X).
Nech

(B-8)

g

S
(5) b= ~N@O,(XTX)™), a u = (n—q)u’® ~xp_,,

su nezavislé ndhodné premenné, ktorych rozdelenie nezavisi od neznamych
parametrov modelu. Pokrytie toleranéného intervalu (4) Py(w)(:ET,é —AS <
Y(x) < 273 + AS| 3, S) pri danom B, S mozeme pomocou pivotnjch pre-
mennych b, u zapisat

(6) C(x"b, \u) = ®(z7b + \u) — &(z"b — \u),

kde ® oznacuje distribuént funkciu Standardného norméalneho rozdelenia.
Simultdnne obojstranné toleranéné intervaly v linedrnom regresnom mo-
deli s normaélne rozdelenymi nezavislymi chybami hladdme v tvare (4). Skon-
Struované st pouzitim vektora pozorovani Y z (1) tak, aby obsahovali aspori
v ¢ast budicich pozorovani ndhodnej premennej Y (x) zaroveii pre vSetky
x € R9*! s koeficientom spolahlivosti 1 — a.
Toleranény faktor musi splhat

(7) Ppo(C(xTb,\u) >y Ve R =1-a.

Teda (1 — «) - 100% z toleranénych intervalov skonstruovanych na zaklade
roznych pozorovani Y bude obsahovat asponi v ¢ast z rozdelenia Y (x) pre
kazdé x.

Nech G oznacuje mnozinu pivotov b, spliajtcich (7), ktort budeme na-
zyvat (1 — a)-pivotnd mnozina. Oblast spolahlivosti pre parametre modelu
moze byt vyjadrend pomocou tejto (1 — «)-pivotnej mnoziny
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(8) {(B,0) = (B—bS/u,S/u): (bu) € G}.
Rovnost (7) moéze byt prepisand do ekvivalentného tvaru
9) Py (min C(z7b, \u) > ) =1 —q,

z ktorého budeme hladat vyjadrenie pre toleran¢ny faktor.

3. Metody na urcenie toleranéného faktora

V kapitole popiSeme doteraz zname metédy na vypocet toleranénych fa-
ktorov pre simultdnne obojstranné toleranéné intervaly (SOTI) v linedrnom
regresnom modeli s norméalne rozdelenymi nezavislymi chybami. Konkrétne
Liebermanovu-Millerovu metédu (LM), metédy zalozené na tzv. confidence-
set (CS) pristupe tj. Wilsonovu metédu (W), Limamovu-Thomasovu metd-
du (LT) a modifikovani Wilsonovu metédu (MW). V metédach zalozenych
na CS pristupe jednotlivy autori zadefinovali tvar (1 — «)-pivotnej oblasti G
a toleran¢ny faktor potom pocitali

(10) A =min{\: C(zTb,\u) >~ forall (b,u)ec G}.

3.1. Liebermanova-Millerova metéda
Lieberman a Miller [5] prezentovali simultdnne toleran¢éné intervaly pre pri-
pad jednoduchej linedrnej regresie, $pecidlny pripad modelu (1), kedy ¢ = 2,
X = (z1,...,22)T, x = (1, )T pre z € R, bez straty na vieobecnosti uva-
zovali > x;/n = 0, potom d(z) = /2T (XTX) lz = \/1/n+22/), 22
Toleran¢ény faktor vyjadrili v tvare
(11) A=)\ d(x).
Ozna¢me C*(bg,b1,u) = min, C(by + bz, \*d(z)u), potom vztah (9) pre
b = (bo, b1) moZzeme prepisat na tvar
(12) Ep[P{C*(bo,b1,u) > v|bo, 1 }] =1 — «,
pri¢om po vyjadreni vyrazu v strednej hodnote do Taylorovho radu v by = 0,
b1 = 0 odvodili aproximaciu
Ep[P.{C"(bo,b1,5) > ~|bo, b1 }] =
Pu{C"(bo,b1,5) > v[bo = 1/v/n,b1 = \/1/ 3, 7}

Funkcia min, C(1/y/n + z/+/>_ 2%, hd(z)) je neklesajicou funkciou v h,

preto existuje konstanta hg, ktora spliia
min, C(1/v/n+x/y/>; 22, hod(z)) = 7,
pri¢om minimum sa dosahuje v z* spliiajicom
(/3227 + hd(2) " "a/ 32 27) fvoy (/v + 2/y/30; 27 + hd())
—(/VXw? — hd(w) e/ 3 ) vy (Vi + 2/ 3 #F — hd(x)) = 0,

kde fn(o,1) je hustota Standardného normalneho rozdelenia.
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C(a,r) =0.99
- - = - hyperbola
3 e s-e-r-r =a

-1 -0.5

o

0.5 1

OBRAZOK 1. Ilustracia ohrani¢enia krivky C(a,r) = 0.99
hornou &astou hyperboly (r—79)%2—a? = h?, kde h? = 0.0244
a asymptot 7 — g = £a (r > 0) s 7o = ®71(0.99).
Pre A\*u > hy plati, Ze min, C(1/v/n+z/+/>,; 22, \*d(z)u) > 7, nezndmu
konStantu A\* uréime z rovnosti
(13) P(u> ho/N)=1-a.

Vzhladom na rozdelenie (n — q)u® ~ x7_, dostavame

(14) N =hoy/(n — q)/x7_4(),

kde h¢ je numericky dopocitané vyssie uvedenym postupom.

3.2. Wilsonova metéda

Wilson [10] zadefinoval tvar pivotnej oblasti ozn. Gy ako (g + 1)-rozmerny
elipsoid. Na jeho kongtrukciu vyuzil aproximéciu (2x2%_,)"/2 ~ N([2(n—q) —
1]'/2,1) [1], z ktorej uréil priblizné rozdelenie pivota u, plati (n—q)u? ~ Xo_q-
Nech v = n — ¢, potom u ~ N(k,1/(2v)), kde k = /(2v — 1)/(2v) a plati
b (XTX)b ~ Xﬁ- Wilsonova oblast spolahlivosti odpoved4 pivotnej mnozine
s pribliznou 1 — « spolahlivostou tvaru
(15) Gw = {(b,u) : bT(XTX)b+2v (u —k)*> < ¢},
kde ¢ = x§+1(1 —a).

Matica (X7 X)~! je kladne definitna a symetricka, potom na zaklade Sch-
warzovej nerovnosti pre Tubovolny vektor b plati

(16) max 2 b (X X)b
X = .
z zl(XTX) 'z
Ozna¢me 6(z) = /T (XTX) 'z, teda (z7b)? < bT(XTX)b §%(x) pre

kazdé x a spolu so vztahom (15) plati

(17) |eTb| < \/ec—2v (u —k)25(x) pre kazdé x.
Funkcia Ag(u) = v/c — 2v(u — k)?6(x) je definovand na intervale u € [k —
Ve/2v, k + \/c/2v]. Wilson ukazal, Ze ak a = x7b a 7 = Au potom

(18) Gw C H(z,\) = {(a,7) : a®/6*(x) + 2v (r/A — k)? < ¢}
pre kazdé  a A > 0.
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Pre pevné v Wilson navrhol ohrani¢if mnozinu S, = {(a,7) : C(a,r) =
®(a+r)—®(a—r) > v} definovani v R? hornou hranicou hyperboly (r—7)%—
a®? = h?, kde ro = ®~1(v) a hodnoty h? ziskal aproximacne pre vybrané hod-
noty «y, napr. pre v = 0.99 je h? = 0.0244. Optimalny toleranény faktor zalo-
Zeny na pivotnej mnozine Gy lezi na prieniku hyperboly a mnoziny H(x, ),
je to najmensie A také, Ze ziaden bod H (x, A) nelezi pod hyperbolou (r—7g)%—
a? = h? pre dané «, . Dosadenim a? = (r — )% — h? do (18) a nahradenim
znamienka nerovnosti znamienkom rovnosti ziskal kvadraticka rovnicu v r

(19) (r—710)2 —h? —[c—2v (r/A — k)?|6%*(z) = 0.
Diskriminant je kvadratickou funkciou v A, ktord ma tvar
(20)

(40° (@) c—86% () k*v +4h>) A +16r0v &(a)*k A+8v §(2)* c+8v 6 ()>h*—8v 6° (x)rg = (|
Riesenie tejto kvadratickej rovnice je
(21) Ny = — 16r9v 6%(x)k +v/D

B2 2(40%(z)c — 802 (x)k?v + 4h2)’

kde D = 128h%v62(x)rd — 128h*vd?(x) — 128h%vd*(x)c + 1285*(x)cvrd —
1286%(x)c?v + 25664 () k202 h? + 2566%(z)k2v2c. Oba korene st redlne a hla-

.....

3.3. Limamova-Thomasova metéda

Limam a Thomas odvodili (1 — a)-pivotni mnozinu ozn. Grr z mnozi-
nového stéinu (1 — «/2)-konfidenénych oblasti pre regresné parametre 3 a o.
Pre parameter 3 pouzili oblast spolahlivosti v tvare g-rozmerného elipsoidu
a pre neznamy parameter modelu ¢ zhora ohraniceny interval, potom

(22) Grr = {(byu) : b(XTX)b<u’k? a u >ky},
kde k? = qFy n—g(1—/2) a Fy —q(1—0/2) je (1—a/2)-kvantil F-rozdelenia

so stupfiami volnosti ¢ a n — ¢ a ky = \/Xi_q(a/Q)/(n —q). Na zéklade

Bonferroniho nerovnosti plati P((b,u) € Grr) > 1 — a.

Podobne ako Wilson vyuzili Scheffého vysledok (16) na ohrani¢enie linear-
nej kombinacie
(23) |£7b] < u k15(z) prekazdé =z, (b,u) € Grr.

Pokrytie definované (6) je parna funkcia v & a z priebehu normélneho rozde-
lenia je zrejme, Ze je klesajtca pre |z7b| pri pevnom Au, teda plati

(24) C(x"b, ) > C(uk16(x), \u) pre kazdé (b,u) € Grr.

Funkcia C'(uk16(x), M) je rastica v u, ked interval [k1d(xz) — A, k16(x) + Al
obsahuje nulu. Podmienka je splnend, ak uvazujeme

(25) C(uki6(x), M) = Plu(k10(x) + N)] — Plu(k1d(x) — A)] > 1/2.
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Potom
(26) C(uk16(x), W) > C(kak16(x), kaX) pre u > ko.

Z tvahy vyplyva ohraniGenie pre pokrytie v > 1/2, ¢o je vSak vo viiSine
aplikacii akceptovatelné.
Toleran¢ény faktor A je vyjadreny v tvare
7y [kok10(x
(27) A= "/[2 1 ( )}’
ko
kde r = r,(a) je koren rovnice C(a,r) = ®(a +r) — ®(a —r) = 7. Pre
numericky vypodet je stanoveny bod z hyperboly rg(a) = (V) +H{(2 (v +
1)/2] — @ 1[y])? + a?}'/? ako Startovacia hodnota pre dané ~.

3.4. Modifikovana Wilsonova metéda

Vyraz na lavej strane nerovnosti v (15) nemé kvoli pouzitej aproximécii
pre rozdelenie pivota u chi-kvadrét rozdelenie s ¢+ 1 stupfiami volnosti, preto
hodnota konstanty ¢ = Xﬁ +1(1—a) na pravej strane nerovnosti ohranicuje len
priblizne (1— «)-pivotni mnozinu. Limam a Thomas ohrani¢ili Wilsonov elip-
soid spolahlivosti upravenou hodnotou ¢, ozn. ¢,,, tak aby platilo P((b,u) €
Gw) = 1 — a. Modifikovana konstanta ¢, je mensia, o mé za nésledok
zmensenie hodnoty toleran¢ného faktora A. Na vypocet upravnej hodnoty c,,
pouzili vysledok (17) a z vlastnosti funkcie pokrytie vyplyva C(xb, A\u) >
C(Ag(u), M) pre (b,u) € Gw. Funkcia Az(u) klesd a \u rastie na intervale
u € [k, k + +/c/2v], preto C(Ag(u), Au) ako funkcia v u je rastiica na tomto
intervale. Na urdenie toleran¢ného faktora A staci uvazovat len podmnozZinu
Gw odpovedajicu intervalu [k — y/c¢/2v, k]. Limam a Thomas zadefinovali
pivotna oblast Gyw = Guwi U Guwe, kde Garwa je tvaru (15) pre u €
[k — \/cm/2v, k] a oblast Garwa je rovnakého tvaru ako pivotnd oblast (22)
skonstruovana tak, aby mala priesecnik s Gywi v u =k

(28) Guwa = {(b,u) : b1 (XTX)b < u’c,,/k* a u > k}.

Ak ¢ = ¢, plati Gw C Guw ateda P(Gw) < P(Gpw). Potom P(Gyw) =
P(Gw) implikuje, Ze ¢, < c.

Koeficienty ¢, st dopocitané iteraénym postupom ako rieSenie rovnice
P(Gprw) = 1—a na dosiahnutie pozadovanej irovne spolahlivosti. Pre ¢ = 2,
n = 15 kon$tanta c¢,, = 9.656, ak a = 0.01 a ¢,, = 6.432, ak o = 0.05.
Toleranény faktor sa vypoéita pouzitim postupu z Wilsonovej metédy (21)
s modifikovanou hodnotou ¢,,.

4. Diskusia

V sekcii 3 sme popisali zndme metédy na konsStrukciu simultdnnych oboj-
strannych tolerancénych intervalov. Toleran¢né faktory, potrebné na stanove-
nie toleran¢nych intervalov, dopocitané uvedenymi metédami vedu pre po-
uzité zndme vztahy, Bonferroniho nerovnost, Scheffého vysledok zalozeny na
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Schwarzovej nerovnosti a viaceré aproximéacie (Fisherovu pre chi-kvarét roz-
delenie atd.) pri ich odvodeni, len k pribliznym SOTI v linedrnom regresnom
modeli s normélnymi chybami. Toleran¢né faktory, ktorym je tmernd Sirka
intervalov, st pocitané pre kazdy bod regresnej krivky a ich hodnota okrem
daného pokrytia v a tirovne spolahlivosti 1 — « z4visi aj od matice planu X
a teda vSeobecne rozhodnif, ktortt metédu pouzit pre konkrétny problém je
predmetom studia. Pri kalibracii meracich zariadeni v pripade opakovaného
dopredu neznameho poctu merani na zariadeni sa uvazuje s ohranienou
mnozinou moznych vysvetlujicich premennych a v tomto pripade najuzsie
SOTT dosiahli Mee a kol. v [7].

Presny test pomerom vierohodnosti pre testovanie nulovej hypotézy Hy :
(8,0) = (Bo,00) proti alternative Hy : (3,0) # (Bo,00) mdze byt vyuzity
na definovanie oblasti spolahlivosti pre vSetky parametre regresného modelu
zaroven. Tvar presnej (1 — a)-oblasti spolahlivosti je dany

(29) Co(Y|X) ={(8,0) : MY | X) < Mia},

kde MY | X) je testovacia Statistika testu pomerom vierohodnosti, ktorej
rozdelenie zavisi od poctu pozorovani a od poc¢tu komponentov vektora 3.
Kritické hodnoty A\;_, pre test pomerom vierohodnosti sit uvedené v tabul-
kéch prilozenych v [2] pre rézne poéty komponentov vysvetlujicej premennej
q=1,...,10, pre vybrané poéty pozorovanych meranin = ¢+1: (1) : 40,n =
45 :(5) : 100 a co a pre zvycajné hladiny vyznamnosti o = {0.1,0.05,0.01}.
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Abstract: In metrology, one frequently encounters the so-called common
mean problem. In practice, the aim is to find the most exact estimate of the
true value of measured physical quantity, where this estimate is often called
the key comparison reference value (KCRV). For this assessment data are
available from several laboratories.

The article deals with interval estimators of the common mean. Hetero-
scedastic ANOVA model is considered for the data, where a single measu-
rement error consists of a so-called laboratory error, which is the same for
all observations from a single laboratory, and from a so-called measurement
error. Two methods of interval estimation are compared: method based on
metrological approach proposed by Witkovsky and Wimmer in [4] and ge-
neralized confidence intervals (GCI) proposed by Wang and Iyer in [2]. The
results are also compared for normal and uniform distribution of the labora-
tory error.

Abstrakt: V metroldgii sa ¢asto stretdvame s problémom stanovenia spolo¢-
nej strednej hodnoty. V praxi ide o stanovenie ¢o najpresnejSieho odhadu
skuto¢nej hodnoty meranej veli¢iny, pricom tento odhad sa nazyva kltcova
porovnévacia referenéna hodnota (KCRV - key comparison reference value).
Pre jej urcenie st k dispozicii data z viacerych laboratorii.

V tomto prispevku sa budeme zaoberat intervalovymi odhadmi spolo¢ne;j
strednej hodnoty. Pre ddta budeme uvazovat heteroskedasticky ANOVA mo-
del, pricom chyba kazdého pozorovania pozostava z tzv. laboratérnej chyby,
ktorad je pre vSetky pozorovania z jedného laboratéria rovnaka, a z chyby
jednotlivych merani. Porovname dve metddy intervalového odhadu: metédu
zalozenil na metrologickom pristupe navrhnuti Witkovskym a Wimmerom
v [4] a zovSeobecnené intervaly (GCI - generalized confidence intervals) navrh-
nuté Wangom a Iyerom v [2]. Tiez porovndme vysledky pre normélne a rov-
nomerné rozdelenie laboratérnej chyby.

1. Introduction

Consider a situation where multiple measurements of one (identical) physical
quantity are performed by two or more laboratories. To determine the true
value of the measurand, the provided measurements from each laboratory
should be combined in an appropriate way, so that the resulting estimate
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is a sufficient approximation. In case the laboratories provide the sample
mean and sample standard deviation as output, the result of Graybill and
Deal (1959) is significant. In [1] Graybill and Deal proved that under particu-
lar conditions on the number of measurements provided by each laboratory,
the estimate constructed as weighted sum of sample means, where weights
are inversely proportional to sample deviations and proportional to sample
sizes, disposes of smaller variance than any of the single estimates itself. Gra-
ybill and Deal deal with a simple model where random samples are drawn
from normal distributions with same mean and possibly different variances.

In this article, we will consider a more complex model. In particular, the
model discussed will be one - way heteroscedastic ANOVA model. Formally,
the considered model can be represented as follows:

(1) Yij = p+bi + &5,

fori = 1,...k representing the number of laboratories and j = 1,...n; repre-
senting the number of measurements by the i —th laboratory. Using metrologi-
cal concepts each measurement Y;; of the true value of measurand y is biased
by the measurement error €;; and by characteristic laboratory error b;. Distri-
bution of random variable €;; under this model is N(0,04,), 04,; unknown.
Distribution of b; is fully known, as well as the mean /3; and variance op ;.
The resulting task of estimating p under this model is known as the common
mean problem; it can also be referred to as the problem of finding the key
comparison reference value.

Various methods have been considered for estimating p from model (1),
of which we will more closely look at interval estimation, particularly at the
approaches proposed by Wang and Iyer [2] and Witkovsky and Wimmer [4].
The Wang and Iyer approach utilizes the general pivotal quantities. More
on introduction of generalized confidence intervals can be found in Weera-
handi [3]. Article [2] provides construction details of the confidence interval
for the common mean y, yet the frequentist properties study is left out. Wit-
kovsky and Wimmer approach is a specific approach described in more detail
in [4], based on a partially Bayesian approach. In [4] a simulation study is
carried out, considering different values of all input parameters, including dif-
ferent distributions of b;, in order to gain the empirical coverage probabilities
of confidence intervals constructed by this method.

We will compare the frequentist properties of both methods with respect
to the length of the intervals, as well as the empirical coverage probability
property. We will also analyze the parameter change sensitivity of the resul-
ting length of the confidence interval provided by each method. Moreover,
we will look at the differences in performance of the two methods when di-
fferent distributions of b; are considered. For the purpose of this article, we
have chosen to compare patterns with normally distributed b; and uniformly
distributed b;.
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2. Compared methods

Denote the sample mean Y; = 1 Z"’ Y;; and sample standard deviation

Sz = o _1 > (Vi —Y;)? and thelr realizations ¢; and s?. Notice that both
methods assign weights to sample means or involved random variables. While
in Witkovsky and Wimmer approach, after the data Y;; have been collected,
the weights are deterministic, the weights in Wang and Iyer approach are
stochastic.

2.1. Witkovsky and Wimmer approach

Metrological approach proposed in [4] (further on referred to as WW appro-
ach) constructs the confidence intervals as follows. Consider random variable
[i given by:

k k
ﬁ:Zw Z sz i
=1 i=1

where T; ~ t,,,—1 and w; are chosen in the followmg way:

s2 ni—
(1/ ( S/ i +U(ZB),Z‘>>
5 (VB )

where 52 = Zle (n; — 1)522/2?:1 (ni — k). Then we take (uxcrv + ¢a/2,

UEKCRV + q1,a/2), where pxcopry is the mean value of random variable i

w; =

and gg is % quantile of random variable fi, as the estimate of (1—a) x 100%
confidence interval for p.

2.2. Wang and Iyer approach

Generalized confidence intervals proposed by Wang and Iyer (further on re-
ferred to as WI confidence intervals) can be constructed as follows. As the
lower and upper boundary of (1 — &) x 100% confidence interval we take g, /2
and q;_,/2 quantiles of random variable R,,, where R, is given by:

SF L (@i = BnaWi/[(ni — D)s?] \/ 1
Zl 1”2W/[(nz )Sz Zl 114 Wi/l(ni —1)s ]

where W; ~ Xni—l and Z ~ N(0,1). Here, the prev10usly mentioned stochas-
nzW /[ n;—1)s ]
i naWi/( nrl)szl

R, =

tic weights u; are represented by u; =

3. Methodology of comparison

We compared the empirical coverage probabilities and relative lengths of in-
tervals gained by each method. This was done on the basis of data artificially
generated from model (1), for different parameter combinations of model (1).
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For each of these different designs we generated 10000 confidence intervals.
The empirical coverage probability was computed as number of times the
constructed confidence interval covered the true value of u. Without loss of
generality we set u=0.

The relative lengths of confidence intervals were computed as ratio of the
length of the interval constructed by either method to length of a reference
confidence interval. This reference confidence interval was constructed under
the assumption that all model parameters are known. The reference confi-
dence interval was constructed using the generalized least squares estimator
of p. In case of normal distribution of b;, the generalized least squares esti-
mator is the MVUE. Exploiting the property of normality of this estimator,
we construct exact (1 — a) x 100% confidence interval for p. When uniform
distribution of b; is considered, the distribution of generalized least squares
estimator is a weighted sum of uniform and normal distributions, quantiles
of which can be computed using relevant packages, e.g. t — dist package in
Matlab.

4. Parameter selection

Testing is performed at significance level o = 0.05. Distribution of labo-
ratory error b; is either N(0,0’ii) or U(f\/§037i,\/§a[;$i). The number of
participating laboratories is either 5,10 or 15, i.e. k € {5,10,15}. As for

number of observations in " laboratory, n;, = 5, n; = 10, n; = 15 or
op: € {1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5},4 = 1,...k. Designs chosen for
op,; are denoted subsequently: op; = 1 denoted a, op; = 5 denoted b,

op,i €{1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5},i=1,...k denoted ¢, op; = 0 de-
noted d. There were three different designs of 0 4,; chosen: 04; = 1,04, =
50p, €{1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5},i=1,.. . k.

In graphical representation of simulation results (Figure 1 and 2), we will
not focus on the difference between single o4 ; choice, but difference in per-
formance of WI and WW method. Following this aim, results computed for
WI are denoted by an empty circle (O), for WW by a small black sphere (*).

5. Results. Parameter change sensitivity analysis

In case of normal distribution of b; we can see that WW outperforms WI
method in both empirical coverage probability and the length of the confi-
dence interval. Let us remark, that the dominance of WW over WI method
holds for small number of observations provided by participating laborato-
ries, particularly up to number 15, with increased number of observations the
differences gradually vanish.

Figures representing the performance of methods for uniform distribution
of b; are not given due to minor differences in empirical coverage probabi-
lities and relative lengths of confidence intervals. Let rjeng:n be the mea-
sure of difference between the lengths of confidence intervals for designs with
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F1GURE 1. Empirical coverage probabilities of (1—a)x100%
confidence interval estimates for y, where o = 0.05. Compa-
rison of WW (*) and WI (O) method for b; ~ N(0,05,).
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FIGURE 2. Relative lengths of (1 — a) x 100% confidence
interval estimates for u, where a = 0.05. Comparison of
WW () and WI (O) method for b; ~ N(0,05,;).
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b; ~ N(0, 012371-) and lengths for designs with b; ~ U(—v/30p.i,v305.), such
that 7jengtn is the absolute value of maximum over differences between the
lengths of confidence intervals for designs with b; ~ U (—\/go B.is NEY B,;) and
b; ~ N(0, 0123,7;) when all other parameters are identical. Then 7iengeh,ww =
0.017 and riengtn,wr = 0.14. Similarly, let rcoperage be the absolute value
of maximum over difference of empirical coverage probabilities with b; ~
U(—\/§O'B7i, \/50137,-) and b; ~ N(0, 012371-) when all other parameters are iden-
tical. So defined measure of difference between empirical coverage probabi-
lities of designs with normal and uniform distribution gives the following
numerical results: rcoverage,ww = 0.079 and 7coverage,wr = 0.098. Thus, the
distribution of b; had small impact on the results in our simulation study.

Figures 1-2 suggest parameter change sensitivity of the average relative len-
gth of confidence intervals and empirical coverage probability. This is mostly
apparent for the dependence of relative lengths of confidence intervals on the
choice of parameter o ;. Graphical representation of this dependence is given
in Figure 3 for WI method, in Figure 4 for WW method. Within groups (these
groups defined by different o ; combination) the data are ordered first by
number of observation, then by o4 ;. Average length of confidence intervals
gained by WW method is the shortest for designs with op; € {1,2,3,4,5}
and the longest for o5 ; = 0. For the WI method the worst results are provi-
ded for different op ;, best performance is achieved when the laboratory error
is not present in the model. The figures hint that WW method better copes
with bigger values of the laboratory error than with smaller values and that
WI method is more adequate for smaller values.
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JOSEPH BERTRAND

Anna Kalousova

Klicova slova: Joseph Bertrand, pedagogicka ¢innost, teorie pravdépodobnos-
ti, geometrickd pravdépodobnost.

Abstrakt: Joseph Bertrand patii k nejznaméjsim francouzskym matema-
tiktim 19. stoleti. V ¢lanku pfipomeneme jeho zivot, pedagogickou ¢innost
a védecké prace. Zamérime se na prace o teorii pravdépodobnosti, zeména na
¢asti tykajici se pravdépodobnosti geometrické.

Abstract: Joseph Bertrand is ranked among the best known French mathe-
maticians of the 19th century. In the article, we recall his life, pedagogical
activities and scientific work. We concentrate on his work on probability the-
ory, especially, on the parts concerning the geometrical probability.

1. Uvod

Vyuku pravdépodobnosti na zacatku 20. stoleti silné ovlivnila kniha o pravde-
podobnostnim poé¢tu [8] francouzského matematika Josepha Bertranda. Acko-
li byla mnohymi vyzna¢nymi matematiky (Darboux, Poincaré, Borel) vysoce
cenéna, byla po valce kritizovana kvuli prili§ literarnimu stylu a zna¢nému
omezovani role matematické analyzy.

Teorie pravdépodobnosti byla pro Bertranda nejoblibenéjsi ¢asti mate-
matiky. Uvédomoval si, jak je dilezité, aby zaklady teorie pravdépodobnosti
byly pochopitelné i lidem, ktefi nejsou dostate¢né matematicky vzdélani. O to
se snazil i v této knize. V ivodu piSe, Ze se vSichni shoduji na tom, Ze nelze
rozumét pravdépodobnostnimu poctu bez precteni Laplaceovy knihy [13] a Ze
Laplaceovu knihu nelze ¢ist bez hlubokého studia matematiky. Bertrand se
naproti tomu snazi pouzivat jazyk, ktery bude srozumitelnyny vSem.

V tomto clanku se budeme vénovat zivotu Josepha Bertranda a jeho dilu.
Podrobny rozbor jeho dila z oblasti teorie pravdépodobnosti 1ze nalézt v [15].
My se zaméfime na ty ¢asti, které se tykaji geometrické pravdépodobnosti.

2. Rodina

Joseph-Louis-Francois Bertrand se narodil 11. biezna 1822 v Parizi jako
druhy syn Alexandra a Marie-Caroline Bertrandovych. Oba jeho rodice vsak
pochézeli z Rennes. Mat¢in otec, Joseph Blin (1764-1834), byl feditelem post.
V roce 1792 se jako kapitan dobrovolnika z Rennes podilel na obrané Cham-
pagne napadené Pruskem. A¢ byl pfesvédéenym republikdnem (a kapitdnem
granatnikt v Nérodni gardé), vystupoval proti prokonsulovi Jean-Baptiste
Carrierovi a zachranil 300-400 osob pred deportaci do Nantes a naslednym
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utopenim!. Byl poslancem v Conseil des Cing-Cents za Ille-et- Vilaine, po
roce 1815 byl zvolen presidentem péti bretanskych departement.

Otec Alexandre Bertrand (1795-1831) se pii studiich na lyceu v Rennes
spratelil s Jean-Marie Duhamelem? a Pierrem Leroux®. Spolu s nimi zacal
v roce 1814 studovat na Ecole polytechnique. A¢koli projevoval znaéné nadani
pro matematiku, rozhodl se skolu opustit a vénovat se studiu mediciny. V roce
1825 zacal v Casopise le Globe vydavat comptes rendus ze zasedani Académie
des Sciences®. Vénoval se popularizaci védy (Lettres sur la Physique, Lettres
sur la Révolutions du Globe), napsal studii o ndmési¢nictvi, byl stoupencem
biomagnetismu (magnétisme animal).

3. Détstvi, mladi a léta studii

Rodice Josepha Bertranda byli vzdélani lidé. Presto u svého syna potlacovali
touhu po vzdélani. Jak sam uvedl, nikdo nevéfil, ze se dozije dospélosti, proto
jakékoli vzdélavani bylo v jeho pfipadé povazovano za ztratu ¢asu a dokonce
za néco zivotu nebezpecného. Joseph se naudil ¢ist sam v necelych péti le-
tech béhem dlouhé nemoci, kdy za jeho star$im bratrem dochazel ucitel. Znal
uZ pismena, ale neumél je spojovat do slov. Poslouchal bratrovo slabikovéni
a ukladal si vSe do paméti. Kdyz mu bylo 1épe a rodice mu pfinesli knihu

Yo w7

o prirodé, aby si prohlizel obrazky, zacal k velkému udivu rodic¢i ¢ist komen-
tafe k obrazkim. Od té chvile se vzdélavani svého syna vénoval Alexandre
Bertrand sam. Bral ho vSude s sebou, povidal si s nim o rtznych ndmétech,
vzdy latinsky. Zemfel, kdyz bylo Josephovi 9 let. V té dobé bydleli v Parizi
u Alexandrovy sestry a jejtho manzela J.-M. Duhamela, ktery vedl pfiprav-
nou t¥idu pro studium na Ecole polytechnique. Joseph se pratelil se studenty,

1V roce 1793 byl J.-B. Carrier (1756-1794) poslan do Nantes, aby vSemi prostredky po-
tlacil vzpouru v této oblasti (povstani ve Vendéee (1793-1796)). V Nantes bylo ve vézeni
soustiedéno mnoho zajatych povstalci a diky Spatnym hygienickym podminkam a ne-
dostatku jidla se mezi nimi zacaly $ifit nemoci. Carrier se rozhodl k radikdlnimu FeSeni
- popravam. Néktetri vézni byli zastfeleni, jini popraveni gilotinou, dalsi utopeni v Loife
pii tzv. marriages républicains, kdy byli vézni spoutani po dvou (nejlépe osoby opa¢ného
pohlavi) a potom naloZeni do lodi, odvezeni doprostfed feky a hozeni do vody. Béhem
jediného roku tak bylo zabito priblizné 10 000 osob, véetné malych déti.

2J.-M. Duhamel (1797-1872) byl vyznamnym francouzskym matematikem. Plisobil nej-
prve na stiednich skolach (institution Massin, collége Sainte-Barbe, lycée Louis-le-Grand),
od roku 1831 uéil na Ecole polytechnique. V roce 1834 byl zvolen profesorem na katedie
analyzy, pozdéji pusobil na katedfe mechaniky, od roku 1851 opét na katedfe analyzy.
Ozenil se s Virginii Bertrand, sestrou Alexandra Bertranda.

3P. Leroux (1797-1871) byl vydavatelem, politikem a filosofem, stoupencem hnuti saint-
simonismu. Pochéazel z velmi chudé rodiny, v Rennes studoval diky statnimu stipendiu. Po
smrti otce odesel z Ecole polytechnique a vyuéil se tiskafem. Byl jednim ze zakladatelt
Casopisu le Globe.

4V té dob& mohli byt na zasedani Akademie piitomni jen néktefi (akademiky schvaleni)
védci (A. Bertrand patfil mezi né). Snahy seznamit $irsi vefejnost s tim, co se v Akademii
déje, narazely na odpor nékterych ¢leni. Comptes rendus vychézely nejprve v le Globe,
pozdéji v le Temps (Desiré Roulin) a teprve roku 1835 (kdy se Frangois Arago (1786—1853)
stal stalym tajemnikem Akademie) zacaly vychazet pod hlavickou Akademie.
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ktefi byli mnohem starsi nez on, a zdhy s nimi zacal navstévovat vyuku. Pro-
fesofi ho nechéavali sedét ve t¥idé, nevsimali si ho a studenti brzy postiehli,
ze vSemu velmi dobfe rozumi.

Po manzelové smrti opustila Josephova matka Pafiz a vratila se do Rennes.
S ni odesel i starsi syn Alexandre®. Joseph ztistal v Pafizi u stryce a tety. V de-
seti letech pravidelné navstévoval stryctiv kurz specidlni matematiky a patril
mezi nejlepsi studenty. Kdyz pfi zkouseni néktery student neumél odpoveédét,
vyzval Duhamel celou t¥idu, aby se pokusila odpovéd najit. Pokud ani ta ne-
uspéla, obrétil se na Josepha. Vétsinou odpovéd znal. O rok pozdéji Duhamel
Josephovi vyjednal povoleni navitévovat prednasky na Ecole polytechnique.
Musel ale podstoupit zkousku. Pfi ni byl hodnocen jako druhy nejlepsi. Od
té doby si své vzdélavani mohl Fidit sdm. Navstévoval také pfednasky na
Sorbonne, v College de France, v Jardin des plantes.

Ve Francii v té dobé bylo potifeba, aby se ispésny mlady muZ honosil také
néjakymi tituly. Duhamel usoudil, Ze nadesel ¢as, aby jeho synovec slozil
potiebné zkousky a ziskal odpovidajici tituly. Dal mu k dispozici vSechny
knihy, které mohl potifebovat, a nechal ho studovat. V roce 1838 béhem Sesti
tydni slozil Sestnéctilety Bertrand potiebné zkousky a ziskal tituly bachelier
és lettres (20.3.), bachelier és sciences (10.4.) a licenci€ és sciences (4.5.).
O rok pozdéji sepsal doktorskou préaci o termodynamice a po slozeni zkousek
(9.4. a 22.6.) se stal doktorem ptirodnich véd (doctor és sciences). V tomtéz
roce byl piijat na Ecole polytechnique, u zkousek dosahl nejlepsiho visledku.
V roce 1840 slozil statni zkousku pro vyuku matematiky na vysokych sko-
lach (agrégation des Facultés). Pozadavkem u zkousky byl vék alespon 25 let,
takze Bertrand musel pozadat o vyjimku. Ta mu byla udélena. O rok pozdé&ji
dokonéil studia na Ecole polytechnique. Protoze byl v matematice mnohem
silnéjsi nez v kresleni, skoncil jako Sesty, coz mu umoznilo pokracovat ve stu-
diu na prestizni Ecole des mines. V tomtéZ roce slozil statni zkousku pro
vyuku matematiky na stfednich skoldch (agrégation des Colléges). Zkousku
skladal také Charles Briot®, ktery mél byt Bertrandovym silnym konkuren-
tem. Mladici se ale spratelili (podil na tom méla mozna i madame Duhamel,
kterd obéma na povzbuzeni nabidla sklenku malagy) a u zkousky si dokonce
pomahali. Nakonec ziskali oba prvni misto ex-aequo.

V kvétnu 1842 se Joseph, jeho bratr Alexandre a ptitel Marcel Aclocque
vydali na vylet do Versailles. Zpatky se vraceli vlakem, ktery mél 18 vagoni
a byl tazen dvéma lokomotivami. Z neznamych pfi¢in pfedni naprava prvni
lokomotivy praskla. Obé lokomotivy se pfevrhly a zastavily vlak. Od rozpa-
leného koksu v topenisti druhé lokomotivy zacalo hofet prvnich pét vagonii.
V té dobé bylo zvykem zamykat cestujici v kupé na kli¢, aby byli chra-
néni pred nasledky své neopatrnosti. Kvili tomu béhem kratké doby zemfelo

5Alexandre Bertrand (1820-1902) byl vyznamny francouzsky archeolog, prukopnik gal-
ské a galo-romanské archeologie, zakladatel a prvni feditel Musée des antiquités nationales.

6C. Briot (1817-1872) byl francouzskym matematikem a fyzikem. U¢il zpodatku na
stfednich skolach, od roku 1855 ptednasel na Ecole normale supérieure, v roce 1870 na-
hradil G. Lamé na katedfe matematické fyziky na Sorbonne.
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41 osob v plamenech. Bertrand a jeho pratelé byli vazné popaleni, ale prezili.
Do Patize se vratili az po deseti dnech. O dva roky pozdéji se Joseph ozenil
s Louise Aclocque, sestrou svého pritele. Z jejich déti je nejzndméjsi nej-
starsi syn Marcel (1847-1902), vyznamny geolog. V roce 1844 byl Bertrand
jmenovan profesorem elementarni matematiky v collége Saint-Louis a také
repetitorem analjzy na Ecole polytechnique. To mu trochu komplikovalo stu-
dia na Ecole des mines. Pfesto viechny zkousky fadné slozil a skolu dokonéil.
Nikdy ale jako ingénieur des mines nepracoval.

4. Dospélost, 1éta ucitelska

V collége Saint-Louis byl Bertrand jen o méalo starsi nez jeho zaci. V roce 1848
ze 8koly odesel, protoze mu p¥ibyly povinnosti na Fcole polytechnique, kde
se stal examinateur d’admission, a v Collége de France, kde byl povéfen za-
stupovanim Jean-Baptiste Biota’. V revoluénim roce 1848 byl také zvolen
kapitanem Narodni gardy. Jeho vojaci o ném vsak fikali, Ze nemé vojenského
ducha. Ptesto, kdyz byl vydan rozkaz, aby spolu se svymi muzi dobyl jis-
tou barikddu, nezavahal a navzdory kulkdam, které svistély okolo, se vydal
k barikddé. AZ u ni zjistil, Ze ho nikdo nedoprovéazi. Ostatni se zalekli.
Kdyz bylo v roce 1852 zfizeno (druhé) cisafstvi, probéhla reorganizace
volani nejzkusenéjsi profesori. Bertrandovi byla nabidnuta katedra specialni
matematiky na lycée Napoléon (byvala colléege Henri IV). Opustil svou funkci
na Ecole polytechnique, aby se mohl plné vénovat svému novému povéfeni.
Prsobil zde jen tfi roky, potom definitivné opustil vyuku na stfednich skolach.
V roce 1856 se stal profesrem analyzy na Ecole polytechnique (nahradil
Charlese Sturma®) a v roce 1857 zacal pfednaset na Ecole normale supé-
rieure, kde pisobil pét let do roku 1862. Druhou katedru analyzy na Ecole
polytechnique vedl od roku 1851 J.-M. Duhamel; stryc a synovec spolupraco-
vali pfi vyuce infiniteziméalniho po¢tu az do roku 1869, kdy Duhamel odesel
do dfichodu. Na jeho misto nastoupil Charles Hermite®, manzel Bertrandovy
sestry Louise. Bertrand zistal na katedfe az do roku 1895, kdy dosahl vékové
hranice pro odchod do dichodu. Na skole ptisobil 51 let, na katedfe analyzy
40 let. Také Colléege de France byl Bertrand vérny. Biotovym zastupcem byl
az do roku 1862, kdy ziskal katedru matematické fyziky, na které pusobil az

7J.-B. Biot (1774-1862) byl fyzikem, astronomem a matematikem, zabjval se studiem
polarizace a vztahy mezi elektrickym proudem a magnetismem. V roce 1804 dokon¢il balén
plnény vzduchem a s Gay-Lussacem podnikl vystup do vysky 5 km, aby prozkoumali
atmosféru Zemé. Byl blizkym pritelem Louise Pasteura.

8C. Sturm (1803-1855) byl francouzsky matematik némeckého piivodu. Byl élenem
Akademie véd, profesorem na Ecole polytechnique, naslednikem Denise Poissona na katedie
mechaniky na fakulté pfirodnich véd parizské Sorbonne.

9C. Hermite (1822-1901) byl vyznamnym francouzskym matematikem, zabyval se pie-
devsim teorii Cisel a algebrou. Jako prvni dokazal, ze Eulerovo ¢islo je transcendentni.
Pusobil na Ecole polytechnique, Ecole normale supérieure a Sorbonne. Byl élenem Acadé-
mie des Sciences a velkodiistojnikem (grand officier) Cestné legie.
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do své smrti. V roce 1856 byl zvolen ¢lenem Académie des sciences, od roku
1874 byl stdlym tajemnikem (secrétaire perpétuel) matematické sekce. V roce
1884 byl zvolen do Académie frangaise.

Bertrandovy predndsky byly mezi studenty velmi oblibené. V [12] na né
vzpomind Gaston Darboux a tvrdi, Ze i kdyZ ho u¢ilo mnoho vybornych profe-
sord, zadny z nich v ném nezanechal takové vzpominky jako Bertrand. I tézké
dikazy umél podat formou, ktera byla pro posluchace pritazliva. Svym stu-
dentim se vénoval s velkym nasazenim. P¥ipomerime alespoii jednoho z nich,
Joseph-Emile Barbiera (1839-1889). Studoval na Ecole normale supérieure,
kde ho uéil Joseph Bertrand. Studia ukoncil v roce 1860, kdy také publikoval
sviyj ¢lanek [1]. V ¢élanku uvadi, Ze mu s napsanim nékterych ¢4sti poméahal
jeho ucitel. Kdyz se u Barbiera v roce 1865 rozvinula dusevni nemoc, zmizel
z Parize a zpfetrhal svazky se vSemi spolupracovniky, byl to Bertrand, kdo
ho vyhledal v tstavu v Charenton-St-Maurice a povzbudil k dalsi matema-
tické praci. Pfimluvil se, aby Barbier ziskal Francoeurovu cenu, a pomohl mu
podminkach.

V roce 1870 vypukla prusko-francouzska valka. Po poréazce Francie v bitvé
u Sedanu (1. zari 1870) bylo svrzeno cisafstvi a vyhldSena (tfeti) repub-
lika. Nasledné byla Pafiz oblezena pruskymi vojsky, na obrané se podileli
i ¢lenové Akademie véetné Bertranda. Zapojili se i jeho synové. Po skonéeni
obléhani byla Ecole polytechnique pfemisténa do Tours, Bertrand tam musel
také odejit, aby dostal svym povinnostem profesora. Tam se také dozvédél,
Ze pfi pozarech zazehnutych za dnt Pafizské komuny (1871) byl zniéen jeho
pafizsky dim vcetné cenné knihovny, rukopisu o termodynamice, ktery byl
pripraven k tisku, a také materiala ke tfetimu dilu jeho Traité de calcul diffe-
rentiel et de calcul intégral. Bertrand, zbaveny svého domova, se prestéhoval
do vily v Sevres, po jejim vydrancovani se usadil ve Virollay.

V roce 1878 se rozhodl prenechat prednasky v Collége de France svému
zéstupci Edmondu Laguerre'®. V roce 1886 vSak Laguerre znovu vaZné one-
mocnél a odesel do Bar-le-Duc, kde zanedlouho zemiel. Bertrand se vratil do
skoly zastupovat svého zastupce. V nasledujicich letech napsal podle svych
pfednések tfi uéebnice [7], [8] a [9]. Zemfel v Pafizi 3. dubna 1900.

5. Dilo

Prvni ¢lanky napsal Bertrand po pfijeti na Ecole polytechnique, tjkaly se
problému rozvodu elektfiny a prokazaly, ze je napsal opravdovy geometr.
Také dalsi prace byly z oblasti geometrie, ale také analyzy, matematické fy-
ziky a mechaniky. Byly publikovany v Jornal de mathématiques pures et ap-
pliquées, Journal de ’Ecole polytechnique, pozdéji i v Comptes rendus de
I’Académie des sciences.

10F, Laguerre (1834-1886) byl francouzskym matematikem, zabyval se predevsim geo-
metrii a komplexni analyzou. M¢l velmi chatrné zdravi.
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Své zkusSenosti z vyuky na stfedni skole (collége Saint-Louis) vyuzil k na-
pséni dvou st¥edoskolskych ucebnic, jedna byla o aritmetice [2], druhd o alge-
bfe [3]. Obé byly velmi dobfe napsiny a mély velky vliv na vyuku matema-
tiky na francouzskych lyceich. Vzbuzovaly ve studentech zdjem o matematiku
a déavaly jim chuf k dalsimu badani.

Prednésky na Collége de France inspirovaly napsani ucebnice diferencialni-
ho a integralnfho poétu [4], jejiz prvni dva dily vysly v roce 1864 a 1870.
Rozpracovany tieti dil shotfel ve dnech PafiZzské komuny a Bertrand ho jiz
znovu nezpracoval. Pfedmluva obsahuje historii diferencialniho a integralniho
poctu, kterd byla na jeho kursech také vyucovana. V dalsich ¢astech Bertrand
vedle znamych vysledkt prezentuje také vysledky své, které byly uverejnény
v riznych ¢lancich v pfedchozich letech.

Postupné se Bertrand zacal zajimat také o historii védy. Souviselo to s tim,
Ze nekolikrat prijal nabidku mluvit jménem Académie des sciences na vy-
ro¢nich zasedanich Institutu. Prvni historickou praci bylo [5]. Bertrand zde
zachytil zivot a praci nejznaméjsich astronomt, jejich objevy popisoval zptiso-
bem, ktery byl srozumitelny i lidem, ktefi neméli vyssi matematické vzdélani.
O ¢ty¥i roky pozdéji vysla kniha [6] vénovana historii Académie des sciences
od jejiho zaloZeni v roce 1666 do roku 1793. Toto téma je jisté velmi obsahlé,
Bertrand uvadi, Ze se chce vénovat predev§im zméndm v organizacni struk-
ture, prubéhu zasedani a také vztahiim mezi ¢leny navzajem. V prvni ¢asti
popisuje historii, druhd ¢ast je vénovana jednotlivym akademikim. Popisuje
jejich zivoty i charaktery, hodnoti jejich dilo. Byl velkym obdivovatelem Jean
Le Rond d’Alemberta, jehoZ Zivotu a dilu vénoval studii v Collection des
grands écrivains francais. Jako staly tajemnik matematické sekce Académie
des sciences pronesl €loges pri umrti devatenacti akademiki, mezi nimi byl
tfeba August Cauchy, Gabriel Lamé, Victor Puiseux a Urbain Le Verrier.
Historii vénoval také ¢lanky v Journal des savants.

6. Bertrand a geometricka pravdépodobnost

Ulohy geometrické pravdépodobnosti nalezneme v [8] a [4]. V tvodu [8] Ber-
trand popisuje historii teorie pravdépodobnosti a uvadi zndmé piiklady (jako
tieba Petrohradsky paradoz). V prvni kapitole pak definuje pravdépodob-
nost jako pomér poc¢tu priznivych jeva ku poétu jevii moznych a na nékolika
prikladech ukazuje, jak pravdépodobnost spocitat. Jak ale postupovat v pii-
padeé, ze je ndhodnych jevii nekone¢né mnoho? Bertrand ukazuje, ze v tomto
pfipadé je mozné pojem ndhodné vybrat chapat vice zpisoby a vypoctené
pravdépodobnosti se pak lisi. Ve ¢tvrtém odstavci chce spocitat pravdépo-
dobnost, ze vybereme-li ndhodné ¢islo od jedné do sta, bude toto ¢islo vétsi
nez 50. Odpovéd se zda byt ziejmé - 1/2. Kdyz ale misto ¢isla budeme uva-
zovat jeho druhou mocninu, bude pravdépodobnost, ze je ¢islo vétsi nez 50
(a tedy jeho mocnina vétsi nez 2500) rovna 3/4.

V patém odstavci je uveden priklad znamy jako Bertrandiv paradox: Vybi-
rame nahodné tétivu kruznice a ptame se, jakd je pravdépodobnost, Ze tato
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tétiva bude mensi nez strana rovnostranného trojihelnika vepsaného dané
kruZnici. Bertrand pfedklada tfi rizna feseni. Nejprve pevné zvoli jeden kon-
covy bod tétivy a ndhodné vybira jeji smér. Pravdépodobnost, ze je tétiva
delsi'* nez strana rovnoramenného trojthelnika, je 1/3. V druhém feSeni je
pevné dan smér tétivy a ndhodné vybirana vzdalenost tétivy od stfedu kru-
7nice. Pravdépodobnost, Ze je tétiva delsi nez strana trojihelnika, je 1/2.
V tfetim feSeni je ndhodné vybiran stfed tétivy a takto vypocltena pravdeé-
podobnost je 1/4. Tento rozpor pfirozené vzbudil pochybnosti o vysledcich
dosazenych v rozvijejici se geometrické pravdépodobnosti. A také snahu ma-
tematikd tento rozpor vysvétlit. Ve druhém vydani [14] Poincaré ukazal, ze
v takto zadané uloze je spravné druhé feseni, protoze je invariantni vzhledem
k posunuti, rotaci a reflexi. Totéz uvadi i Borel v [10].

V Sestém odstavci je dan dalsi priklad: Vyberme ndhodné rovinu v pro-
storu. Jaké je pravdépodobnost, Ze svird s horizontem thel mensi nez /47
Prvni feSeni poéita s tim, Ze thel nabyva hodnot mezi 0 a /2. Pravdépodob-
nost je tedy 1/2. V druhém Feseni uvazujeme piimku (paprsek) kolmou k (vy-
brané) roviné a prochézejici stfedem koule. Vybrat ndhodné rovinu je totéz
jako vybrat ndhodné prusecik odpovidajiciho paprsku s povrchem koule. Se-
vieny tihel bude mensi nez 7/4 pravé tehdy, kdyz prisecik lezi v oblasti, jejiz
povrch je roven 4m R? sin?(r/8) (povrch vrchliku). Hledand pravdépodobnost
je 2sin®(m/8), tedy piiblizné 0,29.

A v sedmém odstavci je tento piiklad: Vyberme ndhodné dva body na
povrchu koule. Jaka je pravdépodobnost, zZe jejich vzdalenost je mensi nez
10 minut? V prvnim FeSeni je kruznice, ktera spojuje tyto dva body, rozd€léna
na 2160 dild po 10 minutach. Hledané pravdépodobnost je 2/2160=1/1080.
V druhém feSeni je dan jeden z téch bodiu. Druhy musi lezet v oblasti, jejiz
povrch je 47 R? sin’(7/2160) (povrch vrchliku). Hledana pravdépodobnost je
1/236 362.

Ve 43. odstavci ve tfeti kapitole je uvedena Buffonova tloha o jehle: Na
neomezenou plochu jsou ve stejnych vzdalenostech narysovany rovnobézky.
Jehla je ndhodné hazena na tuto plochu. Pierre dostane 1 frank, kdyz jehla
protne néjakou rovnobézku. Jaka je Pierrova o¢ekavana vyhra?'? Bertrand
piSe, Ze ocekavana vyhra je zavisld jen na délce jehly, nikoli jejim tvaru.
Ukazuje také rozdil, ktery vznikne, kdyz tsecku (jehlu) nahradime kfivkou.
Usecka, ktera je kratsi nez vzdélenost mezi rovnobézkami, mtize protnout
nejvyse jednu rovnobézku, zatimco kiivka stejné délky miize mit pruseciki
vice. Kdyz je tedy na plochu s rovnobézkami hézena jehla délky [ < a, kde
a je vzdalenost mezi rovnobézkami, je pravdépodobnost protnuti stejna jako
ocekavana vyhra. Kdyz ale budeme na plochu hazet kruznici o poloméru

1 Opravdu je v zadani tétiva mendi a v feSenich delsi.

120 trace sur un plan idéfini des lignes paralléles équidistantes. Une aiguille est lancée
au hasard sur le plan. Pierre recevra 1 fr par rencontre de 'aiguille avec une des paralléles.
Quelle est ’espérance mathématique de Pierre?
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R < a/2, je pravdépodobnost protnuti 2R/a, zatimco o¢ekdvand vyhra je
4R /a, protoze pokud kruznice protne néjakou rovnobé&zku, protne ji dvakrat.

Geometrické pravdépodobnosti se Bertrand vénuje také v [4]. Posledni
Cast paté kapitoly je vénovana Croftonové vété (poprvé publikovana v [11]).
Bertrand nejprve ukazuje Barbiertiv vysledek [1], potom uvadi Croftonovu
vétu a dokazuje ji pravé s vyuzitim Barbierovych uvah.

7. Zavér

Joseph Bertrand se vzdy snazil predat latku svym posluchacim a ¢tenaifam
co nejsrozumitelnéji. Studenti tuto jeho snahu ocenovali, byl velmi oblibeny.
V roce 1895 se Bertrandovi kolegové a také studenti rozhodli oslavit padesét
let jeho ptisobeni na Ecole polytechnique a p¥i té piilezitosti nechali pro néj
vyrobit krasnou medaili u znamého rytce Jules-Clément Chaplaina. To byla
pocta, které se nedostalo ani Cauchymu nebo Lamému.
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APLIKACE BODOVYCH PROCESU PRI ANALYZE
VEREJNE SPRAVY V CR
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sprava v Ceské republice.

Abstrakt: Prostorové rozmisténi poskytovatela verejnych sluzeb je dulezi-
tym indikatorem p¥i zjistovani ukazatelii efektivnosti a téinnosti vykonu
vefejné spravy v CR. Jestlize danou kategorii vefejné sluzby poskytuji pouze
nékteré z danych organi vefejné moci, lze prostorové rozmisténi téch organi,
které vybranou sluzbu poskytuji, i¢inné zkoumat za pomoci suméarnich sta-
tistik bodovych procesi. Pouzitd metoda navic neni zavisla na konkrétnim
rozmisténi orgdnd v ramci tizemi, tj. dava spolehlivé odpovédi, i kdyz organy
nejsou rovnomeérné nadhodné rozmisténé v ramci tzemi CR, coZ je realitou.
Zkoumali jsme tak prostorové rozmisténi a vzajemné interakce uradt tizem-
nich samospravnych celkt, které provozuji nékteré z nasledujicich sluzeb:
elektronické podatelny, své datové schranky si aktivovali dobrovolné dfive,
Czech POINT, vykon pienesené pusobnosti na tseku stavebniho ufadu nebo
poskytuji dalsi sluzby v ramci vykonu prenesené pusobnosti. Ziskané vy-
sledky podstatnym zptisobem doplituji obraz vykonu vefejné spravy v Ceské
republice.

Abstract: Spatial distribution of public services providers is an important
indicator in determining the effectiveness and efficiency of Public Adminis-
tration in the Czech Republic. If some category of public services is only
provided by chosen local authority, we can spatial distribution of authority,
providing the selected service, effectively examined by means of summary
statistics of point processes. Moreover, the used method does not depend on
the specific distribution of local authority within the territory of the Czech
Republic, i.e. it gives a reliable answer, even if local authorities are not unifor-
mly random distributed within the territory, which is a reality. We examined
the spatial distribution and interactions of municipalities, which provide some
of following services: electronic registry, their data boxes were activated vo-
luntary earlier, service called ” Czech POINT”, exercise delegated powers in
the field of Building Authority or provide other services in the exercise of
delegated powers. The obtained results significantly complement the image
of Public Administration in the Czech Republic.

1. Uvod

Vetejna sprava v Ceské republice funguje na zakladé zédkona a v jeho mezich.
Z toho také nutné plyne, ze veskeré poskytované verejné sluzby musi byt pod-
lozeny prislusnymi pravnimi predpisy. V nékterych pripadech je poskytovani
uréité sluzby nafizeno (napf. provozovani elektronické podatelny), v jingch
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je definovano, kdo danou sluzbu smi poskytovat, nicméné konkrétni realizace
nafizena neni (napf. kontaktni mista vefejné spravy, tzv. Czech POINT).
0d 90. let minulého stoleti probihé4 ve vefejné spravé v Ceské republice pro-
ces implementace informad¢nich a komunika¢nich technologii s cilem zvySeni
efektivity jejiho vykonu. Tento proces byva oznacovan jako e-Government.

Mezi organy veiejné moci, které vykonavaji verejnou spravu v Ceské re-
publice, se obecné fadi statni organy, organy tizemnich samospravnych celku,
Pozemkovy fond Ceské republiky a jiné statni fondy, zdravotni pojistovny,
Cesky rozhlas, Ceska televize, samospravné komory ziizené zakonem, notaii
a soudnich exekutori, celkem asi 8 234 subjekti [6]. V ramci naseho vyzkumu
se zabyvame pouze vybranou ¢asti vefejné spravy, tedy organy tzemnich sa-
mospravnych celkii (USC), kterych je 6 248 [5]. Oblast téchto organt se vy-
znacuje stejnorodosti pravidel a predpisi, jimiz se tyto orgdny musi ridit, a je
tedy vhodna k celkovému statistickému zpracovani.

Postupné jsme se zabyvali elektronickymi podatelnami, které vSechny orga-
ny maji mit zfizeny od fijna 2001, ale tuto povinnost plnilo v roce 2008 jen
15 % z nich [2]. Dale kontaktnimi misty vefejné spravy, kterd mize provozovat
ten ufad tzemniho samospravného celku, ktery zaroven vykonava pirenesenou
pusobnost na tseku matrik, anebo pozadal Ministerstvo vnitra o zapis do se-
znamu kontaktnich mist, jez je zvefejilovan v podobé vyhlasky ve Sbirce
zakonti. Po té datovymi schrankami, a to konkrétné v ramci prechodného
obdobi, kdy si je mohly organy vefejné moci dobrovolné aktivovat. A ko-
ne¢né vykonem prenesené pusobnosti ifady tizemnich samospravnych celku,
jmenovité matri¢nimi trady, stavebnimi Gfady a zivnostenskymi urady. Vy-
sledky z oblasti elektronickych podatelen jiz byly publikovany v [2], vysledky
z oblasti kontaktnich mist vefejné spravy a datovych schrének v [1]. V ramci
tohoto prispévku je prezentovano celkové sjednoceni uvedenych vyzkumu a je-
jich vysledkt a nésledné rozsifeni do nové zkoumané oblasti kvality vykonu
statni spravy, a to zejména z prostorového hlediska.

2. Data

Geografickd data prezentovans Ceskym statistickym tifadem v rdmci Uzemné
identifika¢niho registru UTR-ZSJ [3] jsou uvadéna v metrech v soufadnicovém
systému jednotné trigonometrické sité katastralni (S-JTSK), ktery je defino-
van v nafizeni vlady ¢. 430/2006 Sb., o stanoveni geodetickych referen¢nich
systémi a statnich mapovych dél zavaznych na tzemi statu a zasadach jejich
pouzivani. Vyhodou tohoto soufadnicového systému je, Ze v ném muzeme
provadét standardni geodetickd méfeni. Vzdalenosti bodu lze ziskat s chy-
bou, kterd muze byt maximalné v jednotkach metri. Jelikoz aproximujeme
obce CR bodem v misté polohy tfadu piislusného USC, je tato chyba zane-
dbatelna.

Adreséaf elektronickych podatelen tfadt USC platny k tnoru 2008 jsme
prevzali z Portalu vefejné spravy [8], kde jsou data prezentovana na zdkladé
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nafizeni vlady ¢. 495/2004 Sb., kterym se provadi zékon o elektronickém pod-
pisu. Adresaf kontaktnich mist vefejné spravy podloZenych zékonem
¢. 365/2000 Sb., o informacnich systémech vefejné spravy, ve znéni pozdéjsich
piedpisti, jsme pievzali z portdlu Czech POINT [9] v zafi 2009. Udaje pro
dobrovolné aktivované datové schranky v ramci prechodného obdobi defino-
vaného zakonem ¢&. 300/2008 Sb., o elektronickych tikonech a autorizované
konverzi dokumenti, ve znéni pozdéjsich predpisti, vychéazeji z vlastniho vy-
hledéni adres datovjch schranek uFad@ USC provedeného pomoci aktivo-
vané datové schranky fyzické osoby, tj. odrazeji aktualni stav dostupny primo
v informacnim systému datovych schranek v dané dny (16. 9. a 6. 10.) pfe-
chodného obdobi. Adresaf matri¢nich, stavebnich a Zivnostenskych uradi
jsme prevzali z portalu statni spravy [7] v lednu 2010.

3. Metoda

Necht X = {X,...,X,} jsou body, které reprezentuji polohy tfadt USC,
jimiz aproximujeme obce v CR. Obce provozujici danou sluzbu necht jsou
reprezentovany body Y = {Y1,...,Y}}, pficemz plati, ze Y C X. Pozorova-
cim oknem necht je tizemi Ceské republiky nebo jeji ¢ast. Budeme testovat
hypotézu

Hy: Body Y jsou rovnomérné ndhodné rozdélené na X.
Hi: Body Y nejsou rovnomérné ndhodné rozdélené na X.

Test zalozime na sumadrnich statistikdch bodovych procesi, kterymi lze
dobfe charakterizovat prostorové rozmisténi bodi. Konkrétné jsme pouzili
distribuéni funkci nejbliz§ich sousedu (G), sférickou kontaktni distribuéni
funkci (F) a parovou korela¢ni funkei (g) (viz napr. [5, 6]). Z jejich defi-
nic vyplyvé, Ze distribuéni funkce G(r) resp. F(r) uréuji pravdépodobnost,
ze se do vzdalenosti r od bodu procesu resp. libovolného bodu v prostoru
vyskytuje (v pfipade funkce G jiny) bod procesu. Poznamenejme, Ze jsme
pouzili Kaplan-Meierovy odhady pro funkce G a F' [3] a Ripleyho odhad pro
funkci g [4], které jsou implementovény v programu R (baliéek SPATSTAT).
Vsechny zminéné odhady jsou neparametrické a zahrnuji korekci okrajovych
efekti.

Vlastni Monte Carlo test spociva ziskdni 95% intervalu spolehlivosti na
zékladé simulaci realizaci prislusného bodového procesu s k body a odhad-
nuti pfislusné sumarni statistiky. Porovnanim tohoto intervalu s odhadnutou
sumarni statistikou pro Y miZeme rozhodnout o platnosti testované hypo-
tézy na hladiné testu 5 %. Pokud vySe zminénou hypotézu zamitneme, jsme
navic schopni rozhodnout, zda se vyskytuji mezi body pritazlivé ¢i odpudivé
interakce.

Hlavni vyhodou testu je, Ze vysledek neni zavisly na konkrétnim rozmisténi
aradu v ramci Gzemi, tj. dava spolehlivé odpovédi, i kdyz ufady nejsou rovno-
mérné ndhodné rozdélené v rdmci Gzemi, coz je realitou. Zaroven zodpovida,
zda se vyskytuji ¢i nevyskytuji mezi body Y néjaké interakce.
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OBRAZEK 1. Grafy sférické kontaktni distribuéni funkce
(horni Fadek) a parové korelaéni funkce (dolni fadek) spoc-
tené pro data (tuéné kiivky). Dale jsou zde zobrazeny obélky
(tenké k¥ivky) vymezujici 95% interval spolehlivosti pro tes-
tovani hypotézy o rovnomérné nadhodném rozmisténi obci
s datovymi schrankami v obcich CR z 16. 9. 2009 (levy slou-
pec) az 9. 10. 2009 (pravy sloupec).

4. Numerické vysledky

Navzdory nafizeni vlady ¢. 495/2004 Sb., které dava povinnost vSem orgdniim
vefejné moci provozovat elektronické podatelny, provozovalo v tinoru 2008
pouze 15 % tiadt USC funkéni elektronickou podatelnu. Protoze zdkon
¢. 500/2004 Sb., spravni fad, ve znéni pozdéjsich predpisti, zavadi moznost za-
jistit provozovani elektronickych podatelen pro mensi obce obcemi s rozsire-
nou pusobnosti v rdmci spadovych oblasti, zajimalo nas, zdali 1ze skutec¢né
pozorovat shluky elektronickych podatelen odpovidajici uvedenym spadovym
oblastem. Vysledky ziskané vySe popsanou metodou a publikované v [2] uka-
zuji, Ze v piipadé zajisténi provozu elektronické podatelny mezi sebou urady
USC vyrazné nespolupracuji, coz neni ve shodé se zamérem vtélenym do
legislativy.

Dalsim néstrojem elektronické komunikace po elektronickych podatelnach
jsou datové schranky podlozené zdkonem ¢&. 300/2008 Sb., o elektronickych
tkonech a autorizované konverzi dokumenti, ve znéni pozdéjsich predpist.
Protoze v tomto pfipadé jde o zcela novy typ elektronické komunikace na roz-
dil od elektronickych podatelen, které byly pouze jakymsi funkénim rozsite-
nim e-mailové posty, ptame se, zda v tomto p¥ipadé mezi sebou tfady USC
v ramci prechodného obdobi, definovaného zdkonem od 1. ¢ervence 2009 do
31. fijna 2009, jiz spolupracuji.
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OBRAZEK 2. Na obréazku jsou vyznacéeny polohy obci Ceské
republiky, které provozuji Czech POINT, stav v f{jnu 2009.

Vysledky ziskané popsanou metodou (viz Obr. 1) a publikované také v [1]
ukazuji, Ze na zakladé funkce G nelze hypotézu, ze fady s aktivni DS jsou
rovnomérné nahodné rozdélené na mnoziné viech tfadt USC, oproti alter-
nativé, ze tomu tak neni, zamitnout, nebof kfivka odhadu G funkce pro
zkoumand data lezi pro vSechny vzdéalenosti mezi obalkami 95% intervalu
spolehlivosti. Zatimco na zakladé funkce F i funkce g hypotézu zamitame ve
prospéch shlukovani, coz odpovida pritazlivym interakcim mezi témito urady.
Znamena to, ze na rozdil od legislativné pfedpokladané spoluprace v oblasti
provozu elektronickych podatelen, kde spolu tfady USC vyznamné nespo-
lupracuji, v pfipadé postupného zavadéni zcela nového zptsobu komunikace
spoluprace obci existuje. To miize byt velmi dtlezitou okolnosti pro reali-
zacl tzv. technologickych center [1], kterd maji zajistit bezpe¢né zalohovani
elektronickych dokumenti vzdy v ramci spadové oblasti obce s rozsifenou
pusobnosti.

Jinou otazku si budeme klast v prfipadé kontaktnich mist vefejné spravy,
i kdyz pouzitd stochastickd metoda vyzkumu je samoziejmé shodna jako
v predchozich dvou pfipadech. Kontaktni mista vefejné spravy znama jako
Czech POINT (Cesky podaci ovéfovaci informaéni narodni terminél) posky-
tuji naptiklad néasledujici sluzby: ziskani ovéfeného vypisu z informacnich
systémil vefejné spravy, podani podle zivnostenského zakona ¢i autorizova-
nou konverzi dokumentti. Ptame se tedy, jak je témito sluzbami pokryto
azemi CR. Zde by tedy negativni odpovéd byla, pokud bychom zamitali hy-
potézu, ze Gfady poskytujici sluzbu Czech POINT jsou rovnomérné nadhodné
rozdélené na mnoziné viech uradi USC, ve prospéch shlukovani, a pozitivni
odpovéd bude, pokud hypotézu zamitat nebudeme anebo ji zamitneme ve
prospéch odpudivych sil, coz by znamenalo dobré rozmisténi poskytovateli
sluzby s ohledem na celkové tizemi CR.

V Fijnu 2009 poskytovalo sluzbu Czech POINT 2335 z 6249 afadt USC
(viz Obr. 2).
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OBRAZEK 3. Grafy sférické kontaktni distribu¢éni funkce
(prvni fadek), distribu¢ni funkce nejblizsich sousedt (druhy
fadek) a parové korela¢ni funkce (tfeti fadek) spoétené pro
data (tu¢né kfivky) matriénich afadt (levy sloupec), sta-
vebnich Gfadu (prostfedni sloupec) a Zivnostenskych afada
(pravy sloupec). Déle jsou zde zobrazeny obdlky (tenké
kiivky) vymezujici 95% interval spolehlivosti pro testovani
hypotézy o rovnomérné ndhodném rozmisténi obci s urady
vykonavajici danou pfenesenou ptisobnost.

Vysledky ziskané popsanou metodou a publikované také v [1] ukazuji, ze
na zékladé funkce G, F i g zamitdme hypotézu o ndhodném rozmisténi tradt
poskytujici sluzbu Czech POINT na mno#iné viech afadi USC a pozorujeme
odpudivé interakce ve vzdalenostech 2-3,5 km, ve vétSich vzdalenostech je
rozmisténi viceméné rovnomérné nahodné. To pro Ceskou republiku znamena,
pomérné dobré rozlozeni a pokryti obci kontaktnimi misty vefejné spravy.

Zcela nové jsme aplikovali popsanou stochastickou metodu na vyzkum
kvality vykonu prenesené pusobnosti z podobného hlediska jako v pfipadé
kontaktnich mist vefejné spravy, tj. dostupnosti a dobrého pokryti izemi CR
matri¢nimi, stavebnimi a Zivnostenskymi ufady. Detailni vysledky jsou na
Obr. 3.

Pfenesenou plisobnost na tiseku matrik vykondva priblizné 19,6 % afadt
USC, na tseku stavebniho tfadu asi 10 % ufadid USC a na tseku Zivnos-
tenského tfadu piiblizné 3,3 % tfadt USC. Na zékladé distribuéni funkce
nejblizsich sousedii (G), sférické kontaktni distribué¢ni funkce (F') i parové
korela¢ni funkce (g) hypotézu o ndhodném rozmisténi zminénych tradi na
mnoziné viech uFadi USC zamitdme ve prospéch regularit tj. pozorujeme zde
odpudivé interakce mezi témito tfady. Tyto vysledky ukazuji, ze vykon pre-
nesené ptisobnosti tfady USC na tizemi CR je nastaven v souladu s principem
co nejlepsiho pokryti tzemi CR.
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5. Zavér

Aplikace popsané stochastické metody zaloZzené na suméarnich statistikach bo-
dovych procesti umoznuje zodpovédét dulezité otazky z oblasti vefejné spravy
v CR. Bylo tak zjisténo, Ze pri implementaci nastroji e-Governmentu zadi-
naji ufady USC vice spolupracovat, nez tomu bylo v minulosti. Plyne to ze
srovnani vysledk pro elektronické podatelny a dobrovolnou aktivaci dato-
vych schranek. Zjisténa situace je dilezitd pro pfipravu dalsiho rozvoje e-
Governmentu v Gzemi; zejména v podobé vazeb na zakladni registry verejné
spravy (v roce 2012) a budouci Narodni digitdlni archiv (v roce 2013).

V ramci vikonu prenesené ptisobnosti tiady USC jsou p¥islusné matriéni,
stavebni a zivnostenské ufady rozmistény v tzemi s ohledem na co nejlepsi
dostupnost téchto sluzeb pro vSechny obcany, jak ovérfily nami ziskané vy-
sledky. Podstatné totiz je, ze urcita mira dostupnosti vefejnych sluzeb pro
daného obcana nema byt zavisla na faktu, jak velké je sidlo, v némz obcan
Zije, a proto jsou nase vysledky relevantni. Obdobné pozitivni vysledek byl
ziskan také pro rozmisténi kontaktnich mist vefejné spravy.
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TESTY DOBRE SHODY PRO MODEL
ZRYCHLENEHO CASU V ANALYZE PREZITI

Petr Novak

Klicovd slova: Analyza pieziti, testy dobré shody, model zrychleného ¢asu.

Abstrakt: V pfispévku studujeme regresni modely pro analyzu preziti, vé-
nujeme se predevsim moznostem, jak sestavit testy dobré shody pro model
zrychleného ¢asu. Porovnavame je s testy pro Coxtiv model proporcionalniho
rizika zaloZenymi na teorii ¢itacich procest. Na simulovanych datech zkou-
mame empirické vlastnosti test téchto modeli, pozorujeme jejich silu v za-
vislosti na velikosti sledovaného vybéru, typu regresoru a tvaru zakladniho
rizika. Hledame, v jakych situacich je mozné dobfe rozlisit, podle kterého

vvvvvv

Abstract: In present work we study regression models in survival analy-
sis, we focus mainly on options how to perform goodness-of-fit tests for the
Accelerated Failure Time model. We compare those methods with existing
tests for the Cox proportional hazards model which are based on counting
process theory. On simulated data, we study empirical properties of these
tests. We compare their empirical power for various sample sizes, covariate
types and basic hazard. We try to find cases when it is possible to distinguish
between the models well and when not.

1. Regrese v analyze spolehlivosti

Studujeme data reprezentujici dobu od zac¢atku pozorovani do dosazeni néja-
ké predem definované udalosti - poruchy - v zavislosti na vysvétlujicich pro-
ménnych. Poc¢itadme s nezavislym cenzorovanim zprava, tj. ze u nékterych je-
dinct je pozorovani ukonceno pred dosazenim poruchy. Oznacime T} skutecné
¢asy udalosti a C; ¢asy cenzorovani. Data mame ve tvaru (73, A;, X;) ;, kde
T, = min(T/, C;), A; = I(T; < C;) a X; je vektor regresort.

Déle oznaéme o (t) = limp 0 P(t < T < t+h|T} > t)/h rizikovou funkci.
Data se reprezentuji také jako ¢itaci procesy, oznac¢me N; (¢)=1(T; <t,A;=1),
Yi(t) = I(t < Ty), intenzity A;(t) = Y;(¢)a;(t) a kumulované intenzity A;(t) =
fot Ai(s)ds. Bylo dokézano, ze M;(t) := N;(t) — A;(t) jsou za platnosti daného
modelu martingaly vzhledem k filtraci [3]

Fi- =0 {N;(s),Yi(s), X;,0<s< t,i=1,..,n}
Pomoci ¢itacich procest se da piepsat logaritmickd vérohodnostni funkce
dat a jejim derivovanim dle pfipadnych parametri ziskavame skérovy proces
U(t, ), pro odhady pouzivame tento proces az do né&jakého ¢asu 7, vyssiho
nez je ¢as posledni udélosti (piseme U(3) = U(, B)).
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2. Nejpouzivanéjsi modely

Srovname zde dva ze zakladnich regresnich modelt analyzy preziti a moznosti
jak provést prilusné testy dobré shody. Nejcastéji pouzivanym je Coxiiv model
proporcionalniho rizika [2]:

a;(t) = e><p(X,L~T,8)(,y0(L‘)7 i=1,..,n, t=1[0,7],

kde ap(t) je rizikovou funkei tzv. zdkladniho rozdéleni. Dalsim obvyklym je
model zrychleného ¢asu (Accelerated Failure Time - AFT, [1]):

log(T}") = = X[ B + e, i=1,..,n.

kde €; jsou (iid). Pozor, nezname skuteéné hodnoty T7*, ale pouze pozorova-
né T;. Plati a;(t) = ag(eX Bt)eXi B, kde ay(t) je rizikovou funkei pro velidiny
exp(e;). Pro ap(t) odpovidajici Weibullovu rozdéleni se modely shoduji pro
Bc = 684, kde J je parametr tvaru Weibullova rozdéleni. Oba modely se od
sebe odliguji interpretaci parametrd, i tim, jak jsou motivovany. V Coxové
modelu pusobi hodnoty kovaridt pfimo na rizikovou funkci, v AFT modelu
regesory zpusobuji, ze virtualné bézi ¢as pro dany subjekt rychleji nebo po-
maleji. Je proto dobré umét rozlisit, podle kterého modelu se data chovaji.

Testy dobré shody pro AFT model
Dosazenim odhadu B do rovnice modelu ziskdme rezidua
ri :=log(T;) + X1 .

Ta narozdil od €; nejsou ani nezavisla ani stejné rozdélena, protoze odhady ,5’
jsou zalozené na celém datovém souboru. Vzhledem k asymptotické konzis-
tenci odhadt 3 [4] maji ale 7; mit pFiblizné stejnou stfedni hodnotu. Pokud
mame cenzorovana data, odhadneme rezidua jako

7= Ay + (1 — Al)E(€|6 > TZ-C),

kde E(ele > r¢) odhadneme jako préimérnou hodnotu vsech rezidui necen-
zorovanych pozorovani vyssich nez r¢ = log Ty + X7 B. Rozdélime data do
dvou skupin podle hodnot regresorti a testujeme shodu stfednich hodnot
mezi témito podvybéry. Pouzijeme t-test a Wilcoxontv test, kvili nestej-
nému rozdéleni rezidui budou vysledky pouze pfiblizné. Vyhodnotime zde
proto empirickou silu testti v zavislosti na velikosti vybéru, abychom mohli
stanovit, jaka je rychlost asymptotické konvergence.

Testy dobré shody pro Coxuv model

Za platnosti Coxova modelu je mozné pomoci martingalové dekompozice
a centralni limitni véty simulovat proces, ktery je asymptoticky ekvivalentni
skérovému procesu U(t,3) = > i, X;M;(t) (blize viz [5]). Takto ziskané
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replikace pak porovname s hodnotou spocitanou z dat. Pro testovani pouzi-
jeme supremovou statistiku sup;ejo - |T(B,t)||. Pokud jeji hodnota prekrodi
(1 — @)% hodnot simulovanych statistik, zamitame hypotézu, ze data se cho-
vaji podle Coxova modelu. Vzdy jsme vyrabéli 1000 replikaci.

3. Simulaéni studie

Generovali jsme data z Coxova i z AFT modelu, jako zakladni rozdéleni
bylo pouzito Gamma rozdéleni I'(a = 1/100,p = 5) a Lognormalni rozdéleni
LN(u = 5,02 = 1). Pouzili jsme data s jednim regresorem, jednak spojitym
s hodnotami generovanymi z N(3,1) a jednak faktorovym s hodnotami 0 a 1
z Alt(1/2). Hodnoty parametru jsme uvazovali 8 = 1 a 2 abychom porovnali
vliv sily zavislosti. Vzdy byly zkoumany dvé varianty, bez cenzorovani a s ne-
zavislym ndhodnym cenzorovanim (okolo jedné ¢tvrtiny dat). Byly pouZity
vzorky velikosti 20, 50, 100, 200, 500 a 1000. Na data simulovana podle Co-
xova modelu jsme zkouseli testy AFT modelu a naopak. Zvolili jsme hladinu
a = 0.05, vzdy jsme nagenerovali 1000 opakovani a pocitali, kolikrat test
na této hladiné hypotézu zamitne. Tak ziskdme empirickou silu proti dané
alternativeé. Vysledky viz tabulky 1 a 2.

Vysledky - testy Coxova modelu na datech z AFT

e Empiricka sila roste s velikosti vybéru vzdy vyjma pfipadu Gamma
rozdéleni s faktorovym regresorem a /3 = 2.

Zakl.rozd. Gamma Lognormalni

B 1 | 2 | 1 | 2
Cenzorovani| NC C  NC C NC C NC C
Regresor Spojity

20 0.054 0.053 0.071 0.04 0.133 0.103 0.148 0.047
50 0.107 0.09 0.094 0.079 0.291 0.206 0.288 0.204
100 0.234 0.131 0.146 0.112 0.499 0.425 0.423 0.305
200 0.336 0.257 0.249 0.169 0.785 0.614 0.773 0.555
500 0.63 0.552 0.347 0.24 0.995 0.968 0.97 0.84
1000 0.928 0.769 0.557 0.293 1.000 0.997 1.000 0.987
Regresor Faktorovy

20 0.194 0.26 0.921 0.931 0.128 0.132 0.225 0.276
50 0.131 0.115 0.659 0.754 0.166 0.166 0.362 0.300
100 0.245 0.221 0.433 0.532 0.330 0.272 0.562 0.513
200 0.424 0.395 0.203 0.243 0.570 0.508 0.845 0.796
500 0.784 0.696 0.37 0.250 0.904 0.888 0.996 0.990
1000 0.960 0.92 0.661 0.520 0.992 0.984 1.000 1.000

TABULKA 1. Podil vybért kde byl Coxtv model zamitnut
na hladiné 0.05 - data z AFT modelu
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e Sila vyssi v pfipadech bez cenzorovani.

e U lognormalniho zakladniho rozdéleni je sila vyssi u 8 =2 nez
u =1, u Gamma rozdéleni naopak.

e Pii lognormalnim rozdéleni sila vyrazné vyssi pfi stejném n nez pii
Gamma.

Vysledky - testy AFT na datech z Coxova modelu

e Empiricka sila roste s velikosti vybéru ve vSech pfipadech.

e Sila vyssi v pFipadech bez cenzorovani pii spojitém regresoru, pii
faktorovém naopak vySsi s cenzorovanim.

e Sillavyssiuf=2nezup=1.

Zakl.rozd. Gamma Lognormalni
B 1 | 2 | 1 | 2
Cenzorovanil NC C NC C NC C NC C
Regresor Spojity
20 T 0.012 0.011 0.003 0.007 0.052 0.008 0.001 0.007
w 0.010 0.008 0.003 0.009 0.052 0.007 0 0.003
50 T 0.012 0.008 0.011 0.026 0.014 0.024 0.014 0.019
w 0.004 0.004 0.004 0.023 0.009 0.016 0.008 0.018
100 T 0.022 0.024 0.022 0.008 0.065 0.034 0.012 0.041
W 0.017 0.020 0.014 0.016 0.063 0.019 0.011 0.026
200 T 0.071 0.047 0.063 0.035 0.181 0.092 0.147 0.039
W 0.047 0.027 0.049 0.025 0.163 0.031 0.186 0.028
500 T 0.086 0.058 0.131 0.055 0.653 0.364 0.829 0.390
W 0.065 0.023 0.151 0.042 0.632 0.205 0.941 0.276
1000 T 0.294 0.182 0.353 0.237 0.890 0.668 0.988 0.666
W 0.238 0.114 0.356 0.208 0.888 0.402 0.997 0.504
Regresor Faktorovy
20 T 0 0.003 0.001 0.010 0 0.017 0.002 0.016
W 0 0 0 0.007 0 0 0 0.004
50 T 0.002 0.004 0.007 0.019 0 0.012 0.02 0.040
W 0 0.003 0 0012 0 0.003 0 0.012
100 T 0 0.010 0.021 0.061 0.005 0.027 0.119 0.224
w 0 0.005 0.003 0.057 0.005 0.008 0.092 0.066
200 T 0.012 0.023 0.109 0.218 0.050 0.106 0.640 0.676
w 0.002 0.002 0.051 0.215 0.071 0.022 0.619 0.342
500 T 0.076 0.177 0.663 0.849 0.516 0.608 1 0.994
W 0.047 0.089 0.542 0.875 0.572 0.296 1 0.960
1000 T 0.361 0.580 0.981 0.998 0.966 0.980 1 1
w 0.224 0.462 0971 1 0.965 0.801 1 1

TABULKA 2. Podil vybéra kde byl AFT model zamitnut
na hladiné 0.05 - data z Coxova modelu. T - t-test,
W - Wilcoxoniv test
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e Pii lognormdlnim rozdéleni sila vyrazné vysSsi pii stejném n nez
u Gamma. Pouzitelny pocet zamitnutych vybéra je dosazen u Log-
normélniho rozdéleni pro 200 aZz 500 pozorovéni, u Gamma pro 500
az 1000.

e Wilcoxonuv a t-test srovnatelné u necenzorovanych dat, u cenzoro-
vanych je lepsi t-test.

e Celkové nizsi sila nez u testt Coxova modelu

4. Shrnuti

Aby bylo moZné rozlisit, podle kterého z modeli se data chovaji, je potfeba
v nékterych pripadech velky pocet pozorovani. Testy Coxova modelu vykazuji
vyssi empirickou silu nez testy pro model zrychleného ¢asu. To miZzeme pfi-
soudit tomu, Ze pouzité metody jsou zde pouze pfiblizné. Zlepseni by mohlo
pfinést vyvynuti testt zaloZenych na martingalovych rezidualech, podobné
jako pro Coxtiv model. Dalsim pfedmeétem zkoumani by mohly byt i situace
s regresory s proménlivymi hodnotami v case.
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ON A PROBLEM CONNECTED WITH MIXTURE
PARAMETER ESTIMATION

Bobosharif Shokirov
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Abstract: With a sample X, ..., X, drawn from a mixture of two distribu-
tion functions F(z) and G(z) the paper deals with estimating the mixture
parameter 6. It is proposed a method of estimating the mixture parameter.
The explicit form of the estimator is given and some of its properties are
discussed.

Abstrakt: Tento ¢lanek studuje odhad mixujictho parametru 6 pomoci vy-
béru Xi,..., X, z smési dvé distribuéni funkce F'(z) a G(z). Je navhrnut
pristup pro odhad parametru smeési. Je dana explicitni forma odhadu a jsou
diskutovany nékteré jeho vlastnosti.

1. The problem

Let Xi,...,X, be a sample of size n drawn from a known distribution
function (d.f.) H(x) of the form
(1) H(z)=0F(z)+ (1-0)G(z, z€]0,1], (8€(0,1)).

In (1) F(z) is a known d.f., while d.f. G(z) and a parameter § € [0, 1] are unk-
nown. Our aim is to estimate parameter 6, which we call a mixture parameter.
Similar problems were considered in [1], [2]. In such formulation without any
additional conditions imposed on d.f. G(x) we cannot estimate ¢. First of
all representation (1) of d.f. H(x) is not unique. With the same d.f. F(x),
an appropriate choice of the parameter 6 and d.f. G(z) we can construct
a representation of d.f. H(z) different from (1). Indeed, let

(2) H(ZC) = 091F(.I') + (1 - 61)G1($)7 T e [07 1]a (91 € (Oa 1))7

where G1(z) is some unknown d.f. different from G(x), be a representation (1)
of d.f. H(z). Choose 0 < 62 < #; and define the function

(91 - (92)F(:r) + (1 - 91)G1(J‘)
1—6,
For all z € R and 62 < 6 function Ga(z) has the following properties:
(i) 0 < Go(z) < 14
(ii) limgz——oo Go(z) = 05
(iil) limgy—yto00 Go(z) = 1;
(iv) is a monotonic nondecreasing:

Go(r) =

(01 = 02) F'(x) + (1 = 61)G' ()

! () —
GQ(‘Z)_ 1702

> 0.
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Properties (i-iv) of the function G2(x) show that it is a d.f. Now by using d.f.
G2 (z) we might have another representation (1) of d.f. H(x)

H(.Z') = 92F(£) + (1 — 02)G2($),

which is different from (2).

Without loss of generality we can assume that the support of d.f.’s F(z) is
the interval [0, 1] (Sp = suppF(z) = [0, 1]), otherwise by transformation it
could be reduced to the interval [0, 1]. Also we assume that the support of d.f.
G(z) is some proper subset of Sg, that is, S¢ = supp G(z) C Sg. Although
under the last assumption we still cannot guarantee the identifiability of
the model within the whole Sg, it turns out the model to be well-defined
and under certain conditions enables to estimate the mixture parameter.
The support S of d.f. G(z) could be any proper subset of Sg of the forms
[0,1=4], [1 =4, 1], [6, 1 — ] for some 0 < § < 1. For our further discussions
we only assume that Sg = [0, 1 — d], for some § > 0. Also we need d.f.’s F(x)
and G(z) to be continuously differentiable.

2. Estimator of 6 and its properties

Now we proceed to estimation of the mixture parameter in representation
(1). As mentioned above without additional conditions on d.f. G(z) repre-
sentation (1) is not identifiable and hence the estimator of the mixture para-
meter 6 cannot be defined uniquely. Therefore one needs to tighten the class
of the unknown d.f.’s G(z) in (1) to the extent which allows one to estimate
0. To be more specific, we assume the following conditions are satisfied:

(3) G(z) > F(z), Vzelo, 1]
and
(4) S¢ C [0, 1—4¢], forsome §>0.

Under conditions (3) and (4) the estimator of the mixture parameter ¢
formally could be expressed in the following form

1—Hp(x)
5 0 () = ———-
) @) = T Fer
where H, (x) is the empirical distribution function, constructed by the sample
Xi,...,X,. In (5) estimator 6*(z) is expressed as a function of z for all

x € [0,1]. Below we show that under certain conditions the expected value
of 0*(x) is a non-increasing function of x in the intersection of the supports
of d.f’s F(z) and G(z): * € Sp N Se and is constant in the complement of
the supports Sg in Sp: € Sp\Sg. Regarding random variable x as time-
variable 6*(x) could be considered as random process. In this setting the
problem of our interest consists in finding a value of 2* at which 6* (z*) is the
optimal estimator of the mixture parameter 6. By optimal estimator of 8*(z)
we mean those values of the estimator which have minimal variance and are
as close as possible to the right border of Sp.
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For the expected value of 6*(x) the following statement is true.

Theorem 1. Assume condition (3) holds. Let d.f.’s F(x) and G(x) are con-
tinuously differentiable and satisfy the relation

/ !
o Fla) _ G)
1-F(z) — 1-G(x)
Then the expected value of the estimator 0*(x) is a monotonic non-increasing
on the interval [0,1] function and 0 < E[6*(z)] <1 Vz € [0,1].

Diikaz. Taking expectation from (5) yields

1-G(x)

1-F(x)

Then the statement follows immediately from

d (1—G(1‘)) _ 1-G(x) < Fl(z)  G'(z) ) <0
dr \1— F(z) 1-F@)\1-F(z) 1-G(z)) "
if only (6) holds. By virtue of (3)

(7) E[0" ()] = 0+ (1 - 0)

1-G(x)
0< T=F@

Therefore from (7) we get 6 <E[0*(z)] <1, 0< 2 < 1.

<1

Corollary 1. If condition (4) holds, then for x € (1 —§,1] 6*(x) is an
unbiased estimator of 0: E[6*(x)] = 0.

Unbiasedness of the estimator 6*(x) still is not enough to judge it as the
most suitable for our purposes. One needs to know how it deviates with x
within the sets Sp NS¢ and Sp\Se Therefore, we must clarify the behavior
of its variance defined as
(8) T+ (a) = B[0"(2)]? — [EO* (2)]*.

As mentioned above, we would like the estimator to be as close as possible
to 1 with minimal possible variance. For the variance of 6*(x) of the mixture
parameter estimator the following statement holds.

Theorem 2. If conditions (3) and (4) hold, then the variance og*(w) of the
estimator 0*(x) has the form

H(x)(1 - H(z))

9) Ope(a) = T —F@)?
(10) (@) = A(f; ) (1 — ;ﬂ(x) - A(I;9)> ;
where

A(x;&):&(l_ 1—G(l')> 1-Gx)

1-F(z)) " 1-F(x)
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Drikaz. Evaluate E[0*(x)]?. From (5) we have

1
* 2 __ _ 2
Hy(z) = 23" | Itx,<u)- Therefore
) 1 < 1<
(12) Hn(x) = ﬁ ZI{Xi<3’J} + ﬁ Zl{min(Xi,Xj)<a:}'
i=1 i£]

Due to E[H,,(z)] = H(z) from equation (12) we obtain
(13) E[H;(z)] = H*(z) + %H(w)(l — H(z)).

By virtue of (13) from (7) we have
_ (1= H(2))* + 1 H(z)(1 - H())

R F = - F@)
By using the last relation from (8) and (5) we obtain
. H@( - H()

7@ T (1= Fa))?

Corollary 2. (a) If condition (4) holds, then

0 1
14 2 ==—- 1-— <1.
(14) T () n(l—F(x) 9)7 for d<a <
(b) If condition (3) holds, then

o = wmrey (0 TTRe) IR
- H‘)(l—i_ﬁﬁg)ﬁ‘ﬁﬁjir for 0<z<1-04.

Theorem 3. Let conditions (3) and (4) be satisfied. Then if (6) also holds,
then the variance 03*(1), defined in (10) is a monotonic nondecreasing fun-

ction of x for all x € [0,1].

Diikaz. We first show that if (6) holds then A(x;0) is non-increasing with x
for 0 < < 1. Calculate the first derivative of A(x;6) with respect to . We

obtain
d . 1-G@) ( Fl(a) G'(x)
if only
F'(x) < G'(x)
1-F(z) ~ 1-G(z)



On a problem connected with mixture parameter estimation 99

Now take two arbitrary points x1, z2 € [0,1] such that z; < 5. Show that
a2, ]o2, > 1. We have
0*(z2)/ 7 0*(x1)

Oh(ae) _ H(wa)(1— H(ws)) {1 - F(xnr
Opeayy  H(@)A—H(21)) [1—Fz2)]

For x1 < 22, H(x1) < H(x2) and 1—F(21) > 1—F(x3). Therefore from (15)
we obtain

(15)

Toe () JLl-H(@w)l—Fla)) 1-H(ws)1- Fla)

U0 o T H@) 1= Flas) 1= Fle2) 1= H(mr)

Since
1—H(x) 1

1-F(z) 1-F(z)
then from the right hand side of (16) we get
1—H(x) 1 - F(xy)  1— A(2;0)(1 — F(22))(1 — F(x1))
1—F(ze) 1 — H(zy) 1—A(z1;0)(1 — F(x1))(1 — F(x2))”
Function A(x;6) is non-increasing with x: A(z1;0) > A(x2;0), therefore
1— A(z9;0)C(x1;22) > 1— A(x1;0)C(21; 22), where C(z1;22) = (1 — F(z1))

(1 = F(z2)) > 0 and hence @ > 1.

6% (1)

_A(‘T7'9)7

3. Simulation study

Simulated data from different distributions show that in condition (6) holds,
then the expected value of the estimator 6 decreases with x, while its variance
increases with x for all x € Sr. Although monotonicity keeps direction within
the whole set of Sy we observe a change in the behavior of both the expected
value and the variance of the 6*(z) once the random variable = runs beyond
the SN Sa. Uniform distribution is the most suitable case to our theoretical
explanation (Theorems 1 and 3). When one of the distributions in the mixture
is different from the uniform we observe some deviation from theoretical
explanation but, in general, estimator of 6*(x) has a behavior very similar to
the uniform case: having decreased with z in the interval [0, 1—4], the support
of the alternative distribution, we observe some stabilization of the expected
value of 6*(z) once random variable x crosses the right border of the support.
Here by stabilization we mean that oscillations of the expected value are not
that high and could be negligible. But for z > 1 — § the variance is strictly
increasing. If in the uniform case the expected value of 6*(x) remains constant
for x > 1 — §, in other cases it behaves as a function of bounded variation
or slow change. Thus, the right border of the support of G(x) can serve as
a lower bound for the estimator of §. Since we would like 6*(z) to be as close
as possible to 1, we can choose 6*(z) greater than 1 — § with the minimal
standard deviation. Some simulated data, which illustrate the behavior of the
expected value and the variance of the estimator 6*(z) are shown in Figures 1
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(a) Expected value (b) Variance

FIGURE 1. The expected value and the variance of the mix-
ture parameter estimator 6*(x), calculated by the sample ge-
nerated from the mixture of d.f.’s F'(z) = U[0, 1] and G(x) =
Ulo, 0.75].

L L
02 0.4 06 08 02 04 ne [k

(a) Expected Value (b) Variance

FIGURE 2. The expected value and the variance of the mix-
ture parameter estimator 6* (), calculated by the sample ge-
nerated from the mixture of d.f.’s F(z) = U[0, 1] and G(z) =
B[0.5,1].

and 2. In both cases the true value of the mixture parameter is 0.3 and the
number of simulations is 10000.

Figure 1 presents the behavior of the expected value and the variance
of 0*(x), derived from the mixture of two uniform distributions on the in-
tervals [0, 1] and [0, 0.75]. Here we generated a sample of size 100 from the
mixture of these two distributions and with the mixture parameter 6 and
calculated the expected value and variance of the estimator 6*(z).

In Figure 2 are shown graphs of the expected value and the variance
of 6*(z), derived from the mixture of the uniform on the interval [0, 1] distri-
bution U[0, 1] and beta distribution B[0.5, 1] on the interval [0, 0.75]. Here
calculation of the expected value and the variance of the estimator 6*(z)
are based on the sample of size 100, generated from a mixture of these two

distributions.
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4. Summary

We presented a method of estimating the mixture parameter from the mixture
of two distribution functions, where one of the d.f.’s is unknown. Having
imposed some restrictions on the components of the mixture we derived an
explicit form of the estimator as a random process. We studied the behavior
of the expected value and the variance of the estimator; we showed that
this is an unbiased estimator in Sg and its expected value is monotonic
non-increasing, while its variance is monotonic nondecreasing with random
variable z. We illustrated our results by simulating data from different d.f.’s.
Simulations confirms that the mixture of two uniform distributions (with
different supports) is the most suitable to our theoretical explanation and the
mixture from other distributions do not have large deviation from uniform
cases.
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DIFUZE V UZAVRENE OBLASTI

Jakub Stanék, Josef Stépan

Klicovd slova: Difuze s odrazejici hranici, diftze s pohlcujici hranici, diftze
v omezené oblasti.

Abstrakt: Piedpokladejme funkci f € C2(R"), konstantu ¢ a definujme ob-
last K = [f < ¢]. V ¢lanku jsou prezentovany podminky zarucujici, ze diftze
uréend sochastickou diferencidlni rovnici dX; = b(X;)dt + o(X;)dB; neopusti
oblast K. Déle je zkoumano, za jakych podminek je hranice oblasti S = 0K
odrazejici a kdy pohlcujici.

Abstract: Consider a map f € C2(R"), a constant ¢ and define the region
K = [f < ¢|. Further, a diffusion given by stochastic differential equation
dX; = b(X)dt + o(X¢)dB; is considered. The paper presents a conditions
for having the diffusion inside K and it is also studied when the boundary
S = 0K is absorbing and reflecting, respectively.

1. Uvod

Predpokladejme diftzi danou rovnici

(].) dXt = b(Xt)dt + O'(Xt)dBt,

kde B; je m-dimensionalni Wienertv proces a b(z) = (b1(z),...,bu(x))T
a o(z) = (04j(x)1<ij<n) jsou borelovské funkce. Déle uvazujme oblast K
urcenou

(2) K:={z: f(x) <c},

kde f € C2(R") ac € R.

Prispévek se zabyva podminkami, které zarucuji, ze diftize uréend rovni-
ci (1) neopusti oblast K. Déle budou prezentovany podminky zarucujici, ze
hranice S := 0K = {x : f(x) = ¢} je odrazejici, respektive pohlcujici.

Pfipometime, Ze spojity Fi-adaptovany proces X = (X, ..., X,,) Fesi rov-
nici (1), pokud

¢ ¢
X =Xo+ / b(X,)ds +/ 0(Xs)dBs plati skoro jisté V¢ > 0,
Jo 0

kde F; je ziplnéné kanonicka filtrace Wienerova procesu B;. Aby byla prava
strana predchoziho vyrazu dobfe definovana, predpokladame, ze plati

t
/ lo(Xs)|?> + [b(Xs)|ds < 0o s.j. pro libovolné ¢ > 0.
0

Déle budeme pouzivat nasledujici znaceni:

e X* je FeSenim rovnice (1) s pocateéni podminkou Xy = z, x € R™,
e K¢=R"\int(K)=R"\K)US.
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2. Diftize v oblasti K

Na Gvod této ¢asti uvedeme jiz znadmé vysledky prezentovany v [1] a [2].
Nejprve vsak zadefinujeme pouzivané pojmy.
Uvazujme nyni pevné feSeni X rovnice (1). Rekneme, Ze hranice S je
nedosazitelna pro feseni X, pokud
PXF €S prongaké t>0]=0, VYz¢gs,
hranice S je pohlcujici hranice pro X, pokud vné P-nulové mnozZiny plati
XtES:>Xt+5€S, SZO,tZO

a hranice S bude odrazejici hranici pro X, pokud vné P-nulové mnoziny X
neopusti oblast K a zaroven neexistuje dvojice ¢asti 0 < u < v < oo takova,
7e X, € S pro vSechna s € (u,v).
Uvazujme nyni omezenou, uzavienou oblast K s C3-spojitou hranici
S = 0K a predpokladejme, Ze koeficienty b a o splituji nasledujici podminky:
e Existuje konstanta C' takovéa, Ze pro vSechna z € R"

n

3) Z bi(@)] + Y o (2)| < C(1+ |a),

i,j=1

e pro kazdé R > 0 existuje konstanta Cr takova, Ze

n n
(4) Y Ibi(@) = biy) + D loi(z) = 0ii(y)l < Crlz —y]
i=1 i,j=1
plati pro vSechna |z| < R a |y| < R.

Déle ozna¢me v = (v1, ..., v, ) vnéjsi normalovy vektor k hranici S a funkci
plx) = d(z,K) (d(z, K) znadi vzdalenost bodu = od mnoziny K), kterou
uvazujeme pouze na mnoziné K€U S. Pak miZzeme vyslovit nasledujici vétu,
ktera stanovuje podminky, za kterych je hranice S nedosazitelné a pohlcujici.

Véta 1 Necht pro viechny x € S plati

(5) Z CLZ']"UZ"UJ' = 0

4,j=1

n 1 82,0
(6) ; bjv; + 3 “21 aijm =0,

ij=
n

kde Qi = Zk:l Oik0jk-

Pak S je nedosazitelnd a pohlcujisi hranice pro feseni rovnice (1).

Dikaz a dalsi podrobnosti lze nalézt v kapitole 12 v [2].

Poznamka Podminka lipschitzovskosti (4) je v8ak velmi omezujici a pro
nékteré aplikace nevhodnd, navic ndm nedovoli zkonstruovat rovnici (1) tak,
aby jeji feseni startovalo z vnitiku oblasti K a dorazilo az na jeji hranici .S,
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coz muze byt pro néjaké modely uzitecné. Proto v nasledujici ¢asti ukazeme
jemnéjsi podminky, za kterych feseni X rovnice (1) neopusti oblast K, a které
otviraji cestu ke konstrukci rovnic, jejichz feseni dorazi az k hranici oblasti.

Vratme se nyni k oblasti K zadané vztahem (2), tedy

K :={z: f(z) <c}.
Pak
Ke:={z:f(x)>c} a S=0K=0K°={z: f(z)=c}.

Uvédomme si, ze takto definovana oblast K nemusi byt omezend, coz je
v mnoha aplikacich uzitec¢né.
Oznaéime-li Z; = f(X;) pak dostavame

XieKs 7, < c,
¢imz jsme nasi tlohu pfevedli na jednodimenzionélni problém.

Pouzijeme-li Itdovu formuli (viz napfiklad Theorem 32.8, str. 60 v [3]) na
proces Z, dostavame

dZ, = df (Xy) = Lf(X,)dt + dM;,

kde
Lfw) = af Z (996183?] @i (7)
= gradf(x)T “b(x) + Qtr (f"(z) - a(z)),
dM,; = gradf(X;)T - o(X;)dB;,
o) =000, gradfa) = (L (0), s (o))

52
f//(x) = (—8,1'28];] (x)l,gi’jgn) .
Chceme-li, aby proces Z; neprekroc¢il hodnotu ¢, pak je v okoli hranice S
tfeba utlumit diftzni koeficient gradf(x)T - o(x) a zaiidit, aby Lf(z) < 0.
Tato tvaha je formulovana v nésledujicim lemmatu.

Lemma 1 Necht existuje oteviené okoli G hranice S takové, Ze pro
véechna x € G N K° plati

(7) gradf(z)" - a(x) - gradf(z) =
(8) Lf(z) <0

Pak X € K skoro jisté pro libovolné teseni X rovnice (1) s pocdtecni podmin-
kou Xy = xg, kde xg € K.
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Dikaz: Necht X je feSeni rovnice (1) s po¢ateéni podminkou Xy = z € K,
pak vné P-nulové mnoziny N plati

©) XD -5 = [ LfXds+ [ grad® £ o(X B,

u u

pro vSechny 0 < u < v < o0.

Nejprve ozna¢me N, = [f(X,) > ] pro r > 0 a ukazme, ze P(N,) = 0 pro
vechna r € Q1.
Piedpoklddejme w € N, takové, ze w ¢ N a oznatme

u=u(w) =sup{s <r: X;(w) € K}.
Pak existuje ¢as v, takovy, Ze u < v =v(w) <r a
(X’MXI)):{XSﬂSE(u7v)}CGch7 f(Xu):C7 f(Xv)>C

Jelikoz w ¢ N, pak z (9) dostavame f(X,) — f(X.) = f(Xy) — ¢ <0, éimz
jsme dosli ke sporu. Tedy N, C N, a proto P(N,.) =0.

Zbytek diikazu plyne ze spojitosti trajektorii procesu X a spocetnosti
mnoziny r € Q. O

Lemma 1 nas motivovalo k definici hraniéni rovnice, to jest rovnice, jejiz
feSeni se pohybuje pouze po hranici S.

Rekneme, 7e rovnice (1) je hraniéni rovnice pro hranici S, pokud existuje
oteviené okoli G O S takové, ze

(10) Lf(z)=0
(11) gradf(z)T - o(z) =0

plati pro vSechna z € G.

Poznamka Aplikaci Lemmatu 1 na dvojice (f,¢) a (—f, —c) lze ukézat,
Ze libovolné feseni hraniéni rovnice X s poc¢ateéni podminkou Xy = xg € S
zustava skoro jisté na hranici S.

Nyni se zabyvejme otazkou, za jakych podminek bude hranice S odrazejici,
respektive pohlcujici hranici pro feseni X.

Lemma 2 Necht X je feSenim rovnice (1) a nechi existuje oteviené
okoli G hranice S, takové, Ze podminky (7) a (8) plati pro vSechna x € G.
Ddle necht Lf(z) < 0 pro vSechna x € S. Pak S je odrdZejici hranici pro
proces X .

Dikaz: Z Lemmatu 1 vyplyva, ze feseni X neopusti oblast K, zbyva tedy
dokézat, ze v hranici S nesetrva.
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Postupujme stejné jako v dikazu Lemmatu 1. Necht N je P-nulovd mnozi-
na takova, ze (9) plati vné N. Pfedpokladejme, Ze w ¢ N a existuje dvojice
¢astt u < v takovych, ze X (w) € S pro vSechna s € (u,v). Pak

f06) - sx) =0= [ " LA(X.)ds,

u

tedy jsme dosli ke sporu, ¢imz je dikaz hotov. |

Lemma 3 Predpoklddejme rovnici (1) a hraniéni rovnici

Necht rovnice (1) md slabé, jednoznacné feseni (X*,x € R™) a lokdlné ome-
zené koeficienty b a o. Ddle predpoklddejme, Ze hraniéni rovnice (12) md slabé
resent, pro libovolnou pocdtecni podminku x € S a plati ndsledujici rovnosti:

b(z) =b"(x) o(x)=0"(x) Vzes.

Pak
PX*eK]=1 Ve K
a hranice S je pohlcugici hranici.

Diikaz: Uvazujme pevné x € S a slabé FeSeni Y rovnice (12) s pocéateéni
podminkou Yy = 2. Pak dle Poznamky 1 dostavdme P[Y € S] = 1, a tedy
Y je rovnez slabym feSenim rovnice (1) s poc¢ateéni podminkou Yy = X. Ze
slabé jednoznacnosti rovnice (1) dostavame P[X* € S] = 1 pro libovolné
feSeni X* rovnice (1).

Z lokalni omezenosti koeficientti rovnice (1) dostdvame silnou markovskou
vlastnost feseni X této rovnice. Polozme

Xo=z€K a M:=inf{t>0:X; €5},
pak z markovské vlastnosti procesu X dostavame
P¥Xyyt €S Vt>0,\ < o0] = PP\ < o0).
Tedy hranice S je pohlcujici hranici pro proces X. |

Poznamka Pii podrobnéjsim zkoumadni lze ukdzat, ze podminky (5) a (6)
pouzité ve vété 1 odpovidaji podminkdm (11) a (10), které byly vyuZity
v predchozim lematu.

3. Zavér

Pfedstavili jsme podminky zarucujici, Zze FeSeni X rovnice (1) neopusti
oblast K a podminky zarucujici pohlcujici, respektive odrazejici hranici S
tak, aby nebylo nutné predpokladat lipschitzovskost koeficient b a o. Zaroven
byla oblast K zvolena tak, aby prezentované vysledky bylo moZno aplikovat
napfiklad na oblast K = {x = (z1,...,2,) € R" : 21 > 0}.

Nezodpovézenou otazkou zustava, jak obecné zarucit existenci a slabou
jednozna¢nost feSeni rovnice (1), ktera je pfedpokladana v Lemmatu 3, tak,
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aby nebyla splnéna podminka lipschitzovskosti (4). Dalsi otazkou zistava, jak
obecné za pfedpokladu splnéni podminek (7) a (8) volit koeficienty b a o tak,
aby FeSeni X rovnice (1) startujici z vnitiku oblasti K dorazilo v koneéném
¢ase na hranici S s kladnou pravdépodobnosti.
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DVOUSTUPNOVE NAHODNE VYBERY
VE VYBEROVYCH SETRENICH

Michaela Sedova, Michal Kulich
Klicovd slova: Vybérova Setfeni, dvoustupniovy ndhodny vybér.

Abstrakt: V klasické teorii vybérovych Setfeni jsou predmétem studia pa-
rametry charakterizujici koneénou populaci, jako napf. thrn nebo primér N
pevnych hodnot. Nékdy je vSak vhodnéjsi povazovat pozorovani za ndhodné
veli¢iny a zaroven brat v uvahu, ze neni k dispozici prosty nahodny vybér.
Uvazujeme dvoustupiiové vybérové schéma, kde jsou nejprve vybrany do-
macnosti a poté je z kazdé domacnosti ndhodné urcen jeden Clen a zafazen
do studie. Popisujeme odhad stfedni hodnoty, ktery toto vybérové schéma
zohledniuje, jeho vlastnosti a porovnavame ho s odhadem ziskanym z ber-
noulliovského vybéru.

Abstract: In classical sampling theory the targets of inference are finite po-
pulation parameters, e.g. total or mean of N fixed values. However, in some
situations it is more appropriate to consider observations as realizations of
random variables and in the same time to take into consideration that sim-
ple random sample is not available. We deal with two-stage sampling where
households are selected at random and then one eligible member is sampled
from each household and included in the study. We describe an estimator
of expectation, which takes into account the sampling scheme, present its
properties and compare this estimator with the estimator based on Bernoulli
sample.

1. Vybér z domacnosti

V kontextu vybérovych Setfeni se zpravidla zabyvame parametry, které cha-
rakterizuji kone¢nou populaci (napf. thrn nebo pramér N pevnych hodnot).
Nékdy vSak muze nastat situace, kdy bychom radi vysledky zobecnili na jiné
populace, nebo i tutéz populaci v jiném case. V takovém pfipadé je vhodné
chapat nase pozorovéani jako realizace ndhodnych veli¢in (viz napf. [1] a [2]).
Takto pristupuji k datim ”klasické”statistické metody. Ty vSak predpokla-
daji, Ze je k dispozici prosty nahodny vybér, coz v kontextu vybérovych
Setfeni Casto neni mozné.

Uvazujme dvoustupiiové vybérové schéma, kde jsou nejprve (se stejnou
pravdépodobnosti) vybrany doméacnosti a poté je ze vSech ¢lentt dané do-
maéacnosti ndhodné urcen jeden a zatfazen do studie. V teorii vybérovych se-
tfeni tento postup patii mezi schémata nazyvand ,Two-stage element
sampling“ [4]. V daném kontextu vSak neni mozné stanovit rozptyl odhadi
zkoumanych paramert, nebot je-li z kazdé domdcnosti (,clusteru®) vybran
pouze jeden zastupce, nelze urcit rozptyl v jednotlivych domécnostech. Ani
sklasické* metody nemiizeme aplikovat beze zmény (napt. odhadnout st¥edni
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hodotu primeérem pozorovani), nebot méme k dispozici vybér, ktery nadhod-
nocuje pocet ¢lenti malych domacnosti a naopak podhodnocuje zastoupeni
domacnosti velkych.

Proto je potfebné zvolit analjzu dat, kterd kombinuje oba tyto pfistupy.
Ukazeme odhad stfedni hodnoty, ktery zohledriuje popsané vybérové schéma,
a uvedeme jeho vlastnosti. Formulujeme podobnou tlohu s ,bernoulliov-
skym* vybérovym schématem a odhady ziskané z obou vybéri porovname.

2. Odhad stifedni hodnoty

Pfedpokladejme, ze mame n domécnosti (prosty ndhodny vybér z nekonecéné
populace, resp. z rozdéleni). Necht ndhodnd veli¢ina M; predstavuje pocet
¢lentt v i-té domécnosti. Jeji hustotu znaéme f(m) a stfedni hodnotu pu.
Celkovy pocet jedinci oznaéme N = Z?Zl M.

Necht je dale Y, sledovana ndhodnd veli¢ina pro r-tého ¢lena i-té doméc-
nosti a &;- ndhodna veli¢ina, pro kterou plati:

€ = 1 je-li -ty jedinec z i-té doméacnosti zahrnut do vybéru
T 0 jinak,

a tedy m; = EE (& |M;) = MLZ je pravdépodobnost zahrnut{ r-tého ¢lena
z i-té domacnosti do vybéru, je-li ddno M;. Veli¢ina Y;, je pozorovana pouze
pro jedince z vybéru, tj. pro &, = 1.

Y v i-té domacnosti jsou nezavislé stejné rozdélené (iid) ndhodné veli¢iny,

jejichz rozdéleni zavisi na velikosti domécnosti M; a ndhodném parametru b;.
Je dano hustotou

f(ylm,b).
Stf¥edni hodnotu Y;, v i-té domécnosti znaé¢ime

6 / yf (ylm. b) dy.

Hustota veli¢iny Y;, v jakékoliv domécnosti o velikosti m je

f(ylm) = / F(ylm. b) (blm)db,

kde f(b|m) je hustota parametru b;, je-li ddno M;. Hustota veli¢iny Y;, je
tudiz

fly) = fmf(ylm)f(m)du(m)

[ f ) dya(n)
-2 [ [ matwlm, 615, b,

= [l [ sim. by blm) db] fom) datm)

kde f(m,b) je sdruzena hustota M; a b;. Pro stfedni hodnotu veli¢iny Y,
tedy plati

(1) 9=EY, = % / / m] / S (ylm. b)dy] £, b) dbdu(m) = %EMiei.
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Odhad parametru 6 definujeme:

S S 1£::
Y M,

Tvrzeni 1. Necht M;,i = 1...n, jsou iid ndhodné veliciny. Necht také
(Yir &ir)yt = 1...nar = 1...M;, jsou stejné rozdélené ndhodné veliciny.
Necht ddle ( i1, Yio ... Ying,) aroné? (§i1, & - . . Ein, ) Jsou nezdvislé ndhodné
vektory, 27_:1 &r =1 a &y je nezdvislé s Yy, je-li dano M;. Predpokldadejme,
Ze varY;, < oo. Potom

0 =

V(6 —8) % N(0,5,),
kde
Y= lg M;(Yi, — 0)2.
w

Naznak dikazu. Mame-li i = %Z?:l M;, Taylorovym rozvojem i kolem i

dostaneme
1 1 1 [ M;
(AT S ()
fiop WZ [ p(1)

=1

Vil - 6) = 1MZZ§” = it

=1r=1

ZM Z&r zr_% Z(%—l)—\/ﬁeﬁ‘Op(l)

kde Q; = %]V[Z-( Ziwzzl EirYir — 9) jsou iid ndhodné veli¢iny. Podle centralni
limitni véty /n(6 — 0) 4 N(EQ;,var @;). Plati

*\

3\

EQ: = B(B(Qul0) = ~B M6, ~6 0.

Podle (1),

1 — 2 1
varQi = 5% [M(;gy -0)] = JEM(Yi, — 0%
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3. Porovnani s bernoulliovskym vybérem

Zajima nés, zda je rozptyl odhadu parametru 6 z vybéru doméacnosti srov-
natelny s rozptylem odhadu ziskaného na zakladé bernoulliovského vybéru.
Predstavme si tedy situaci, ze bychom méli pevné N jedincd, z nichz by kazdy
byl nezévisle na ostatnich vybran s pravdépodobnosti 1/m, kde m je pocet
¢lentt domécnosti, do které patii. Nyni tedy velikost vybéru bude nahodna,
se stfedni hodnotou n.

Je nutné zavést jiné znaceni. Nechf Y; je sledovanéd ndhodnd veliéina pro
j-tého jedince a &; nadhodna veli¢ina, pro kterou plati

¢ = 1 je-li j-ty jedinec zahrnut do vybéru
7710 jinak,

a tedy m; = E(§|M;) = MLJ je pravdépodobnost zahrnuti j-tého jedince do
vybéru, kde M; je velikost domécnosti, ze které pochazi. VSimnéme si, ze ;
je ndhodné veli¢ina. Veli¢ina Y; je pozorovanéd pouze pro jedince z vybéru,
tj. pro & = 1.

Odhad parametru 6 definujeme:
SN Sy

j=1 m; =7
SHN
j=1 7

Tvrzeni 2. Necht (Y;,&,M;),j =1...N, jsou #d ndhodné veliciny a §; je
nezdvislé s Y;, je-li dano M;. Predpoklddejme, Ze varY; < oco. Potom

6=

VNG —6) % N(0,%p),

kde
¥; = EM;(Y; —0)%

Néznak dikazu. Méme-li N = Zf\;1 7%’ Taylorovym rozvojem % kolem =
dostaneme
11 Nore
— 3 (0 _s i
N(ﬁ_ﬁ>:_N 2(.ZV-]V)-f—Op(l):—]\[ 27‘:1 (7‘{'_2_1)_'_017(1)
Pak
N N
5 _ 1 & 1 1 &
VN@-0) = VN(F X 2Yi+ (- 5) L 2vi-9)
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kde Q; = fr—L(Yz — 0) jsou iid ndhodné veli¢iny. Podle centralni limitni véty
V(6 —6) % N(EQi, var Q).
Ziejmé
EQ; =0,

a tedy

1
varQ; =EQ; =E —(Yi - 0)*.

3

d

Vsimnéme si, ze zatimco v pfipadé vybéru z domacnosti je asymptotika
zaloZena na rostoucim poc¢tu domaécnosti, tedy n — oo, pro bernoulliovsky
vybér je rozhodujici rostouci pocet jedinci, N — oco. Pro srovnatelny rozsah
vybéru maji tedy oba odhady stejny rozptyl (vyuzijeme-li asymptoticky rozp-
tyl k aproximaci rozptylu odhadu):

<1 1
varf = —EM;(V; — 0)?> = ————EM;(Y; — 0)*
N e i M
P 1 2 A
= —EM;(Y; — 6)° = vard.

np

Poznamka. U bernoulliovského vybéru (a tedy i v Tvrzeni 2) pfedpoklddame,
ze pocet jedinci IV, ze kterych vybirame, je pevny, zatimco v prvnim pfipadé
(a tedy v Tvrzeni 1) je pevny pocet domdacnosti n a celkovy pocet jedincii
St M; je ndhodna veli¢ina. Kdybychom hledali presnéjsi analogii vybéru
z domaécnosti, museli bychom i v pfipadé bernoulliovského vybéru povazo-
vat N za ndhodné, coz by samoziejmé vedlo k vétsimu rozptylu odhadu.
Dalsi nepresnosti je, ze u bernoulliovského vybéru povazujeme velikosti do-
mécnosti M; za nezévislé, coz opét v prisné analogii vybéru z domécnosti
neplati.

Presto maji uvedena tvrzeni dulezity dusledek pro praxi. Podle nich je to-
tiz mozné pro analyzu dat na zakladé vybéru z doméacnosti pouzit dostupny
software, napf. balik survey [3] ve statistickém softwaru R, kde jsou imple-
mentovany zakladni statistické metody pouze pro vybér bernoulliovsky.

4. Tlustrace

Visledky ilustrujeme na malé simula¢ni studii. Predpokladejme, ze doméc-
nosti mohou mit se stejnou pravdépodonosti velikost od jednoho do péti
Clenti. Predstavme si, Ze jsme u jejich ¢lentt mérili miru danych socidlnich
dovednosti, které byly ohodnoceny urc¢itym skore. Stiedni hodnota skére pro
¢lena z doméacnosti o velikosti m je

O = 75 + 25m,
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Skute¢nd hodnota 6 166, 667
Primérny odhad 6 166, 620
Asymptoticky rozptyl 6 3,395
Empiricky rozptyl 6 3,264

Primérny odhad rozptylu 8 3,395

TABULKA 1. Primérné vysledky simulace (1 000 opakovéni)

stfedni hodnota skore jakéhokoliv jedince je tudiz
13
0= mz::lm(m + 25m)
Rozptyl méfeného skdre, je-li dana velikost rodiny, je 2000. Podle Tvrzeni 1
je tedy X; = 3395,062.

Nejprve byla vygenerovana populace 1000 rodin podle pravé popsaného
modelu a potom byl z kazdé rodiny vybran jeden ¢len. Na zakladé ziskaného
vybéru jsme odhadli stfedni hodnotu (6). Tento proces byl zopakovén 1000 x.
Vysledky jsou uvedené v Tabulce 1.

1
— = 166, 667.
5 )

5. Diskuse a zavér

V tomto prispévku jsme se pro jednoduchost zabyvali pouze situaci, kdy
mame k dispozici prosty nahodny vybér n domécnosti a z nich ndhodné vy-
bereme jednoho zastupce. Uvedli jsme odhad stfedni hodnoty odpovidajici
zvolenému vybérovému schématu a ukéazali jsme, ze v takovém piipadé ma
tento odhad stejny rozptyl jako odhad stfedni hodnoty pfi bernoulliovském
vybéru. Uvedeny postup je snadno zobecnitelny na pfipad, kdy je vybér do-

vvvvvv

macnosti.
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BERNSTEIN - VON MISES THEOREM AND ITS
APPLICATION IN SURVIVAL ANALYSIS

Jana Timkova

Keywords: Cox model, Bayesian asymptotics, Hadamard differential, functi-
onal delta method, survival function, median residual life.

Abstract: In this paper we deal with asymptotic properties of functionals of
parameters of Cox model from frequentist and Bayesian point of view.

Abstrakt: Clanek se zabjva frekvenénymi a Bayesovskymi asymptotickymi
vlastnostemi funkcionali parametri Coxova modelu.

1. Introduction

When we deal with regression models in survival analysis, we estimate vari-
ous parameters as is cumulative hazard functions and regression parameter.
The large sample properties of the estimators are usually known. However,
sometimes we need to transfer these asymptotic features from estimators to
functionals of estimators. Then, the infinite-dimensional (functional) delta
method hand in hand with Hadamard differentiability may serve a tool.

However, sometimes the classical asymptotics is tedious or impossible to
conduct. Then, the Bernstein-von Mises theorem (BvM) as a bridge between
Bayesian and frequentist asymptotics represents a way since the asymptotic
properties can be always estimated from posterior sample. Basically, the the-
orem states that under mild conditions the posterior distribution of the model
parameter centered at the maximum likelihood estimator (MLE) is asympto-
tically equivalent to the sampling distribution of the MLE. In turn, we can
use the Bayesian asymptotics as an alternative to deriving the frequentialone.

In following we will summarize the frequentist and Bayesian asymptotic
properties of parameters of Cox model and show the way of establishing the
same for their functionals.

2. Cox’s regression model

Let us have a multivariate counting process N(t) = (Ny(t), Na(t), .., Nu(t)) T
observed in time interval [0, 7]. We assume the multiplicative intensity model,
so that the intensity takes form I;(t) = Y;(¢)\;i(t), where \;(t) is a deter-
ministic bounded nonnegative continuous hazard rate function and Y;(t) is
a predictable {0, 1}-valued process indicating whether the i-th individual is
at risk of event whenever Y;(t) = 1. The processes Y7, .., Y;, are assumed to be
observed alongside with Ny, .., V,,. Further, for each i, let Z; be a p-variate
column vector of time-independent covariates associated with the i-th object.
We adopt the well-known Coz model of Cox [3], so the hazard rate A; is of
following form
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/\,(t) = eXp{ﬂTZi})\o(t)7
where 8 is a column vector of p unknown regression coefficients and g is
an unknown and unspecified baseline hazard rate common for all individuals
(the hazard rate function for individual with Z = 0).
The traditional approach to the regression parameter estimation is via
the partial maximum likelihood theory. The estimator B of B is defined as
a solution of U(8,7) = 0, where U(f,t),t € [0, 7], is the score process equal

to
—~ [ D1 Yi(8)Zj exp{B"Z;}
U@J%:Z:A G@— ZiJESMMEWZﬁ )mww)

The cumulative baseline hazard function Ag(t) = fg Ao(s)ds is usually
estimated using the Breslow estimator

M@:A’ 4> Nifs).

Notation: Let ;- and Ay (as well as A4 (t) = fot Atr(8)ds) represent the
true values of parameters. Before stating following theorem we introduce
necessary notation:

> vis) exp{ 377

I ®3j T .
4 (B,s) = nlgr;og;iﬁ(S)Zi exp{8'Z;}, je{0,1,2},

_ [TeB.s)  a(B.5)® O (s)ds
BB = /o{qo(B,S) qow,s)?]q‘)w P ()1

Lo
Vi) = /Or(ﬁths)/\tr(s)ds

t
q1 (5”’7 S)
E(t) = ——— <\, (8)ds,
0 = [ g
where t € [0,7] and 3 € RP. Here we use the operator ®/ for j = 0,1,2, that
is ¢(s)%° =1, ¢(s)®" = ¢(s) and ¢(s)%? = ¢(s)¢(s) .
Theorem 1 (Asymptotics for 8 and Ay, [1]). Under Conditions A-D of
Andersen and Gill [1] the following is true:
1.

V(B = Bir) L5 N (0,5 (Bery 7))

L(n(Ro() = Apr(NIVR(B = Bir) = ) 2> W(V () — 2E(-))

on the space of functions continuous to the right and with limits to
the left, D[0,7]. W denotes the standard Brownian motion.
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3. Bayesian modelling

In semiparametric Bayes method, the nonparametric part is assumed to be
a realization of a stochastic process. In Cox model, among the most popu-
lar choices of a prior process for cumulative hazard function fall the Ga-
mma and Beta process, or alternatively the Dirichlet process when model-
ling the distribution function. All of these processes belong to a wider fa-
mily of priors conjugate to the right-censored survival data introduced by
Kim and Lee in [6] and [5]. Following their notation, it is said that a prior
process on the c.d.f. Fy is a process neutral to the right if corresponding
Ao = [dFy(s)/(1 — Fy(s_)) is a positive nondecreasing independent incre-
ment process (a nonstationary subordinator in the language of Lévy proces-
ses, further NII) such that Ag(0) = 0,0 < AAg(¢) < 1, for all ¢, w.p. 1, and
either AAg(t) =1 for some t > 0 or limy_,o, Ag(t) = 0o w.p. 1.
The Lévy measure v of an NII process is defined

v([0,] x B)y=E [ > I(AAo(s)) € B~ {0}
s€[0,t]
where ¢t > 0, B is a Borel subset of [0,1]. Let us assume that the baseline
c.d.f. Fy is, a priori, a process neutral to the right and the corresponding Ag
is an NII process with the Lévy measure

vt dr) = gu(r)C(0) dz dt, £ 0,2 € [0,1],

where fol gt(x)dx = 1, Vi, and ¢ is bounded and positive on [0,7]. And let
m(B) be prior distribution for 8 which is continuous at By, with 7(8;.) > 0.

Theorem 2 (Bernstein - von Mises theorem for 5 and Ag, [5]). Under con-
ditions (A1)-(A5), (C1) and (C2) in [5] the following holds:
1.

lim |[fn(z) — @(x)|dx =0
RP

n—oo
with probgbility 1, where f,, is the marginal posterior density of x =
Vn(B — ) and ¢ is the normal density with mean 0 and variance
E(ﬁtra T)_l .

Z
— WV () —zE())
on the space of functions continuous to the right and with limits to the

left, D0, 7], with probability 1, as n — oco. W denotes the standard
Brownian motion.

In first proposition of Theorem 2 we actually have convergence in L; norm
which is stronger than the usual Bernstein-von Mises statement and also the
frequentists’ result in Theorem 1.
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4. Asymptotics for functionals of parameters

Joint posterior distribution of 5 and Ag and Hadamard differentiability with
the functional delta method (see IL.8 in [2] or [4]) gives a way to establish
analogical result to Theorem 2 for any smooth functional of 5 and Ay.

Let us take a sneak peek into the world of functionals and their diffe-
rentiability. Firstly, let us endow the space of cadlag functions D[0, 7] with
supremum norm instead of usual Skorohod metric and let Z be o-algebra
generated by the supremum-norm open balls. We also need to switch to broa-
der definition of weak converegence: a sequence X, of random elements of
(D[0, 7], %) converges weakly to X, X, 2, X, if Ef(X,) = Ef(X) for
every bounded continuous real-valued measurable function f on DI0, 7].

The next step is the definition of differentiability of elements of normed
vector spaces like D[0,7] or D[0,7] x RP. As it turns out the Hadamard
differentiability (or differentiability on compact sets) is well attunned for the
weak convergence theory.

Definition 1. Let us have two normed vector spaces By, By , letn : By — By
be some function and let . be set of all compact subsets of By. Then the
function n is called Hadamard (compactly) differentiable at point © € By with
derivative dn, (where dn;(h) is linear and continuous as a function of h) if
forall S €.

n(z +th) —n(z) — dna(th)
t
Now we can introduce the functional delta method.

— 0 uniformly in h € S.

Theorem 3 (The delta method, [4]). Let By and By be normed vector
spaces with o-algebras %, and P> nested between open-balls and open-
sets o-algebras. Suppose n: By — Ba is Hadamard differentiable at a point
i € By with derivative dn, and both n and dn, are measurable w.r.t. %,

and PBs. Let X, be a sequence in By such that Z, = n*/?(X, — u) Ny
in By, where the distribution of Z is concentrated on a separable subset of By.

Then

n2((Xn) = n(p)) — dnu(nt/? (X, — @) -0

and
n2(0(Xn) — () 2> dnu(2).

In application a functional might often be a composition of several functi-
onals. Then the chain rule comes in handy, since it states that, for some
normed vector spaces By, By and Bs, if n : By — By and ¢ : By — B3
are Hadamard differentiable at € B; and n(x) € By respectively, then
no¢: By — B3 is Hadamard differentiable at x with derivative ds;,(,) o dns.

Combining the results of Theorem 1 and 2 we get the large sample results
for an arbitrary functional of model parameters as long as it is Hadamard
differentiable.
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Corollary 1 (Frequential asymptotics for smooth functionals of 8 and Ag).
Assume that the conditions of Theorem 1 are fulfilled and that B is a normed
vector space with a o-algebra B nested between open-balls and open-sets
o-algebras. If a functional ) of the parameters 8 and Ao, n : Rx D[0,7] — B,
is Hadamard differentiable at the point (B, Ay) with derivative dng,, a,.)
then the following is true:

V(B Ao) = n(Bir, Aer)) 5 ding,, a0y (X, W(V + ETS7Y(Byr, 7)E)).

Corollary 2 (Bernstein-von Mises for smooth functionals of 5 and Ag). Let
the assumptions of Theorem 2 be fulfilled. Assume that B is a normed
vector space with a o-algebra B nested between open-balls and open-sets
o-algebras. If a functional n of the parameters 3 and Ao, n : Rx D[0,7] — B,
is Hadamard differentiable at the point (Bir, Ay) with derivative dng,, a,.)
then, with probability 1,

s A ) (X, WV + ETS 7By, 7)E)).

In next we will deal with most common functionals present in Cox regres-
sion model.

Baseline survival function. The baseline survival function S(t) = 1—F(t)
can be expressed as
So(t) = H [1 —dAo]
[0,¢]

where with H[a’b] we denote the product integral over the interval [a,b]. It
can be seen that the mapping 7 : D[0, 7] — D[0, 7] such that n : Ag — So(-) is
Hadamard differentiable (see Prop. I1.8.7 in [2]). The derivative at the point
Ao € D[0, 7] is equal to

(dnn, (D)(t) = - / o TT0 - ang s T - an
se|0,t [0,s) (5.4]
— So(t-)H(t), te(0,7]

The MLE estimator of Sy is So(t) = gl = Ao] and in case of no covari-
ates coincides with Kaplan-Meier estimator. Let us denote the true survival
function by Sy, . Using this result, Corollary 1 and supposing that the distri-
bution is absolutely continuous, we have the convergence in every t € [0, 7]

Vi(So(t) = Sun(t)) > = Su@W(V(6) + B(6) TS (B, T)E(D)).
The asymptotic variance S, (t)2[V (t)+ E(t) "7 (Bs., 7) E(t)] can be estima-
ted by plugging-in the estimators [, d]\o and S'o instead of By, A¢y-ds and Sy,
in V(¢t), ¥ and E(¢). This result may be used to calculate the pointwise confi-
dence limits for Sy(t) or alternatively we can specify the limiting distribution
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as the supremum of transformed Brownian motion since using the continuous
mapping theorem gives

n }”2 10(t) = Sur(®)] o

sup {A — A — sup |W(z)]
teo.r] V(7)) + E(T)X-1(6,7)E(7) So(t) 2€[0,1]

Using Corollary 2 we get the Bayesian asymptotic properties. The posterior
distribution of the process Sy centered around ML estimator converges weakly
w. p. 1 to the same limiting process

L(Vn(So(-) = So()o{N;, Zi, Yisi = 1,..,n})

Z —_

— = Su(YW(V + ETS™! (B, 7)E).
This knowledge can be used when we want to avoid the deriving of the asymp-
totic variance or using its plug-in estimator and we can create pointwise
credibility bands from a posterior sample instead. Bayesian version of the

distribution of a supremum of asymptotic distribution can be obtain from
(k) _
0 =

the sample of supremum values for each of posterior realisations of 5
n(B™, A(()k)), k=1,..., K. Then, for example, we can find « > 0 such that

P (supv/n|So(-) — So(-)| > o {N;, Z;, Yi;i = 1,..,n}) = 0.95

by taking the 95% sample quantile of the supremum values of all posterior
realisations.

Survival function for Z = 7Z*. The survival function for an individual
with certain value of covariate is defined as

S(t;2%) =[] [1 — exp{B"Z*}dA]
[0,¢]
The mapping 1 : R x D[0,7] — D0, 7] which assigns a point (3, Ag) € R x
DJ0, 7] the value S(-; Z*) is again Hadamard differentiable. Here we, however,
need to use the chain rule feature for the composition of two mappings n =

19 01 where 1, (8, Ag) = exp{BTZ*} Ay and 12 () = [, [t = da].
The derivative at the point (5, A¢) € R x D[0, 7] is equal

(dins,a0) (hs H))(E) = _/

s€[0,t] [0,5)
+ eﬁTZ*H(dS)) H [1 - eﬁTZ*dAO} , telo,7].
(st]
So, the limiting process in both frequential and Bayesian asymptotics is
— S (t;Z1) P (X TZA Ay () + W (V) + E®) TS (B, 1) E(1))], t € [0,7].

where X is normally distributed zero-mean variable with variance £ ~1(83¢,7).
The asymptotic variance equals

(P07 81 (8, Z°))2 [(E — Z*Miy) TS (Bir, 7)(E = Z¥Ayy) + V] .

[1 - eﬁTZ’dAO} (eﬁTZ* hTZ* Ao (ds)
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and its estimator can be found by plugging-in the estimated parameters B and
dA instead of Bir and Ay-ds. Similarly as when dealing with baseline survival
function, the pointwise bands or supremum can be obtained via plugged-in
estimator variance or by using the posterior sample of S(8, Z*).

Median residual life. The median residual life for individual with the co-
variate Z = Z* is 4, (Z*) such that

S (o (27); %)

—05, for ¢ .
Stz 5 for e

It is not difficult to see that for Cox model the median residual life equals

Vo (Z) = Ay (Ao(to) + log2exp{—5TZ*}).
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FIGURE 1. Upper: Left: Data, ”o”for failure, ”+”for cen-
sored. Right: Histogram of posterior sample of 8 with the-
oretical limiting distribution in red. Lower: Left: Estimated
cumulative BHR with 95% pointwise CI, solid - Bayesian, da-
shed - frequentist. Right: Estimated survival function with
7* = zZ with 95% pointwise CI, solid - Bayesian, dashed -
frequentist.
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To be able to obtain asymptotic distribution of 7;, we have to investigate
the differentiability of the function 7 : (Ao, 8) — 7, which could be again
expressed as a composition of functions 1 (Ao, 8) = Ag(to)+ log 2 exp{— T Z*}
and 72(Ag,2) = Ay 1(z) Both 7; and 7y are Hadamard differentiable. For
derivative of 72 see Prop. I1.8.4 in [2] and application can be seen in e.g. [3].

5. Illustration

We illustrate the model on n = 40 simulated survival times from a hazard rate
of form A(t;z) = 0.1t e'®* where z was randomly generated from N(2,1).
For the prior of cumulative hazard rate we chose Beta process prior with
parameters A(t) = 0.05¢ and c(t) = 10e~%-95¢. The Beta process on the interval
[0,7] with mean H € D[0,7] and scale parameter c(t) > 0 is defined as
a nonstationary subordinator with Lévy measure

v(dt,dz) = c(t)z™ (1 — )OO~ de dH(t).

It can be shown that this process satisfies the conditions of Theorem 2. For
simulation of Beta process see [7]. We ran 5000 repetitions of MCMC and
used last 2000 for analysis of posterior. Posterior summaries on regression
parameter: 3 is mean(8) = 1.78 and sd(3) = 0.37. The frequentist’ estimator
is 1.53 with sd = 0.41. The results can be seen in Figure 1. We may see that
Bayesian and frequentist estimators of limiting distributions are quite similar.
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SHLUKOVANI V SOUBORECH S ODLEHLYMI
OBJEKTY POMOCI METOD k-PRUMERU

Marta Zambochova

Klicovd slova: Shlukovani, velké soubory dat, varianty algoritmu k-praméri,
odlehlé objekty.

Abstrakt: Velka citlivost shlukovani na odlehlda pozorovani je skutecnost,
kterd mtize zadporné ovlivnit kvalitu vysledného rozdéleni do shlukt. Ve vét-
$iné pfipadi jsme odkazani na vhodné predzpracovani dat a pripadné vylou-
¢eni odlehlych objektt z dalsiho zpracovani.V odborné literatuie se vSak ob-
jevuji shlukovaci metody pfimo zamérené na data obsahujici odlehlé objekty.
Jednim z takovychto postupi je naptiklad dvoufazovy algoritmus k-primeéri.
V prispévku je navrzena varianta metody k-priméru pracujici s mrkd-stromy,
kterd je postavena na jiném principu. Identifikace odlehlych objektt probiha
v ramci faze predzpracovani, kterou je nutno provadét i v pripadé, Ze nés
odlehlé objekty nezajimaji. Je to faze organizujici data do stromové struk-
tury, ktera ¢ini nésledujici fazi shlukovani velmi efektivni. Déle ¢lanek pred-
klada tieti moznost detekce odlehlych objekttt pomoci modifikace algoritmu
k-primératt. Prispévek pojednava o srovnani uvedenych t¥{ metod.

Abstract: Great sensitivity of clustering to outliers may negatively affect the
quality of the resulting division into clusters. In most cases we must rely on an
appropriate preprocessing and a possible exclusion of outliers. However, there
are clustering methods aimed at the data containing outliers, in professional
statistics literature. One such example is the two-step k-means algorithm. The
paper proposes an alternative to the k-means method working with mrkd-
trees, which is based on another principle. The identification of outliers is in
the phase of preprocessing, which must be done even if we are not interested
in outliers. It’s a phase, which organizes the data into a tree structure, which
makes the next phase of clustering very effective. The article also presents
a third option involving the detection of outliers by modifying the algorithm
k-meanst . The paper outlines a comparison between the three methods.

1. Uvod

Citlivost shlukovani na odlehld pozorovéni je fakt, ktery muze zdporné ovliv-
nit kvalitu vysledného rozdéleni do shlukti. V mnoha p¥ipadech, zvlast pokud
data zpracovavame pomoci standardnich statistickych programovych sys-
témt, jsme odkazani na vhodné predzpracovani dat a piipadné vylouceni
odlehlych objektt z dalsiho zpracovani. Touto problematikou se zabyva na-
piiklad ¢lanek [4] ¢ [12]. Jinou moZnosti je, jak navrhuje autor napiiklad
v [5], spusténi nékolika malo iteraci shlukovaciho algoritmu, po kterych se
muze vytvorit shluk, respektive shluky, obsahujici jen zanedbatelné mnozstvi
objekti. Objekty v téchto shlucich muZeme povazovat za odlehlé. Uvedeny
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zpusob neni dle mého nazoru idedlni z divodu nejasnosti potiebného poctu
iteraci, po kterych se oddéli malé shluky. Tento pocet je rizny pro rizna
pocatecni rozdéleni do shlukii. Pro obzvlast velké datové soubory neni vyse
uvedeny zpusob vyuzitelny vibec z divodu velké ¢asové naroc¢nosti zpraco-
vani jednotlivych iteraci.

V odborné literature se objevuji shlukovaci metody piimo zaméiené na
data obsahujici odlehlé objekty. Clanek se zabyva vybranymi algoritmy pra-
cujicimi na principu metody k-prumériu. Metoda k-primért nepracuje s ma-
tici vzdalenosti pro vSechny dvojice objekti, a proto je velmi vhodna pro
zpracovani soubort s velkym poctem objekti. Kazdy ze shluki je reprezen-
tovan svym stiedem, tj. d-rozmérnym vektorem skladajicim se z prumeérnych
hodnot jednotlivych proménnych (tzv. centroidem), metoda je tedy pouzi-
telna pouze pro zpracovani kvantitativnich dat. Jednd se o velmi oblibenou
a hojné pouzivanou iterativni shlukovaci metodu, jejiz zakladni myslenkou
je hledani rozkladu objekti do pfedem daného poctu shluki, pro ktery je
soucet vzdalenosti jednotlivych objektid od centra jejich shluku minimalni,
tj. hledani minima tcelové funkce

Q=3 lla —c(@)|P”.

kde z je libovolny objekt, c¢(z) je centroid nejblizsi objektu z.

Vybranymi postupy pracujicimi na principu metody k-primeérta a umoziiu-
jicimi odhalovani odlehljch objekt jsou naptiklad modifikace vyuzivajici
algoritmus k-primératt, dvoufizovy algoritmus k-primért & algoritmus
MFA. Tyto algoritmy umi detekovat skupinky objektt s malym poctem
objektt (tj. mensim nez dand konstanta), které jsou od zbylych objekt velmi
vzdalené.

2. Dvoufazovy algoritmus k-pruméru

Jednou z variant algoritmu k-priamért umoznujicich odhaleni odlehlych
objektt je dvoufdzovy algoritmus k-primért. Metodu popsali autofi v [6].
Postup v prvni fazi vyuzivé modifikovany algoritmus k-pramért ovlivnény
algoritmem ISODATA. Je zde vyuzita heuristika: ,pokud je vklddany
objekt velmi vzdélen od vSech dosavadnich center shluku, je zafazen do nové
vzniklého shluku“. Na rozdil od klasického algoritmu k-priméra nevytvari
pfedem dany pocet shluki, ale koneény pocet shluka se pohybuje v pfedem
daném rozmezi. Vysledkem prvni faze je rozdéleni do k&’ shlukii, kde k <k’ <m,
kde k je pozadovany pocet shlukid a n je pocet objekti, pficemz objekty
v jednom shluku jsou bud vsechny odlehlé, nebo neni odlehly ani jeden.

V druhé fazi algoritmus za pomoci minimélni kostry odhali odlehlé objekty
a vytvori cilové rozdéleni do pozadovanych k shlukt. Vsech k' center vznik-
lych v prvni fazi je povazovano za objekty nového shlukovani. Na naleze-
ni odlehlych objekti jsou vhodné shlukovaci metody, které na zakladé velké
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vzdalenosti oddéli nékteré objekty od ostatnich. Mezi takovéto metody napii-
klad pat¥i hierarchické metody shlukovani, nebo metoda zaloZena na principu
minimalni kostry. Z divodu pouzitelnosti metody pro velmi velké soubory dat
autori v ¢lanku [6] zavrhli shlukovani pomoci hierarchickych metod, jejichz
Casova narocnost roste s tfeti mocninou poctu objekti, a zvolili efektivnéjsi
metodu zaloZzenou na minimalni kostfe. Centra shlukt vznikla v prvni fazi
se stanou vrcholy tplného grafu, jehoz kazda hrana je ohodnocena vzdale-
nosti danych dvou center. Pomoci libovolného, k tomu uréeného (viz [3], [11]),
algoritmu nalezneme minimalni kostru vytvoreného grafu. Vyjmutim hrany
s maximalnim ohodnocenim obdrzime dvé komponenty (souvislé ¢asti grafu),
které reprezentuji dva shluky. Dalsim postupnym vyjimanim hran s maxi-
malnim ohodnocenim dostavame potiebné mnozstvi shlukia. Objekty
malo pocetnych shlukt oznac¢ime za odlehlé.

3. Modifikovany algoritmus k-pramérat™

Algoritmus k-priméra™ ™ popsali poprvé jeho autofi ve ¢lanku [2]. Tato alter-
nativa vytvari specidlni inicializa¢ni rozdéleni do shluki pomoci mnoziny
center na jejimz zakladé se provede rozdéleni do shlukt. Prvnim centrem je
nahodné vybrany objekt ze vsech datovych objektt. Dalsi centra jsou jedno
po druhém vybirano ze zbyvajicich datovych objekti. Vzdy je vybran objekt
s nejvyssi pravdépodobnosti, ktera je vypocitana podle vztahu

D(y)?

kde y je zkoumany objekt, z je libovolny objekt, D(x) (resp. D(y)) je nej-
kratsi vzdalenost objektu z (resp. y) od nejblizsiho centra ze vSech doposud
vybranych.Timto postupem vybereme zbyvajicich k — 1 center. Dalsi postup
algoritmu k-priméra*™ je shodny s klasickym algoritmem k-praméra.

Specialniho postupu pfi vybéru objekti do mnoziny inicializa¢nich center
jsem vyuzila k detekci odlehlych objekti. Nové centrum je vybirano tak,
aby od vSech doposud vybranych center bylo co nejvice vzdalené. Z principu
vybéru jednotlivych center je zfejmé, ze odlehlé objekty jsou vzdy prvky
mnoziny ,dostatecného mnozstvi“ inicializa¢nich center. Toto ,dostatec¢né
mnozstvi“ je tim mensi, ¢im vice je objekt odlehly. To znamend, ze velmi
odlehlé objekty, které hodné narusuji kvalitu vysledného shlukovani se odhali
relativné rychle. K vlastni detekci odlehlych objektt staci po vytvoreni mno-
ziny inicializacnich center provést dvé ¢i tii iterace algoritmu k-prameért. Jiz
v prubéhu téchto iteraci se odlehlé objekty znatelné oddéli.

4. Algoritmus MFA

Dalsi variantou metody k-priaméra umoznujici detekci odlehlych objektt je
algoritmus MFA (Modifikovany Filtrovaci Algoritmus), viz [12] & [13]. Vyho-
dou tohoto zptsobu je fakt, ze identifikace odlehlych objektii probiha v ramci
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faze predzpracovani, kterou je nutno provadét i v pripadé, Ze nas odlehlé ob-
jekty nezajimaji. Je to faze organizujici data do stromové struktury, kterd
¢ini nasledujici fazi shlukovéani velmi efektivni.

Filtrovaci algoritmus, z néhoz jsem pfi navrhu nového algoritmu vychazela,
je jednou z implementaci Lloydova shlukovaciho algoritmu vyuzivajici spe-
cidlni stromovou strukturu, tzv. mrkd-stromy. Tento algoritmus je podrobnéji
popsan v [8], principy, na kterych je algoritmus postaven, v [7] a [9]. Algorit-
mus je velkym zefektivnénim klasického pfistupu algoritmu k-prameéra.

Mrkd-strom je binarni forma datové stromové struktury, kterd reprezen-
tuje rekurzivni déleni koneéné mnoziny bodia z d-dimenzionalniho prostoru
na k ¢asti (d-dimenzionalnich hyperkvadrii), pomoci d—1 dimenzionélnich or-
togonalnich nadrovin. Mrkd-strom je zkonstruovan pouze jedenkrat pro dany
soubor objektl a cela struktura nemusi byt prepocitavana v kazdém iterac-
nim kroku algoritmu k-primért. Autofi filtrovaciho algoritmu provadi roz-
déleni ortogonalné k nejdelsi strané hyperkvadru na trovni medidnu ze vSech
bodt hyperkvadru. Vysledkem algoritmu s touto myslenkou déleni jsou velmi
vyvazené stromy. Hloubka stromu se v jednotlivych vétvich lisi maximalné
0 jednu aroven. Toto je zpusobeno faktem, Ze déleni na irovni medidnu zaru-
¢uje, ze vrcholy v jedné rovni stromu maji pocet objektt odliSny maximalné
o jeden objekt.

Hlavni myslenka modifikace zdkladniho algoritmu pro tvorbu mrkd-stromu
je zména zpusobu déleni prostoru objektti. Pokud provedeme déleni hyperkva-
dru na drovni primeéru misto na trovni medidnu obdrzime stromy, které
nejsou tak dokonale vyvazené. To znamenad, Ze se délka cest od kofene k jed-
nosti aritmetického praméru, ktery je silné ovliviiovan odlehlymi hodnotami.
Proto v ¢asti oddélené prumérem, ktera obsahuje odlehlé hodnoty, je umistén
zpravidla mnohem mensi pocet objektd nez v ¢asti druhé. Tato zdanliva ne-
vyhoda mize byt vSak docela podstatnou vyhodou. Relativné dobte se daii
odhalit odlehlé objekty, které mohou znehodnotit celkovy vysledek konec-
ného shlukovani. Cim jsou objekty odlehlejsi, tim diive je algoritmus dete-
kuje. Cesta stromu kon¢ici listem, jez obsahuje odlehly objekt, je tim kratsi,
¢im je objekt odlehlejsi. Po oddéleni odlehlého objektu se stavaji data stej-
norodéjsi a hodnota aritmetického primeéru se priblizuje hodnoté medianu,
déleni hyperkvadru je symetrictéjsi. Vznikajici podstrom je jiz vyvazenéjsi.
Mrkd-strom vznikly variantou déleni na trovni aritmetického primeéru se
znatelné ¢leni na nékolik vyvazenych vétsich podstromt a pripadné nékolik
kratkych osamocenych vétvi.

Prikladem je mrkd-strom na obrazku 2, ktery je vytvoren nad dvourozmeér-
nymi daty s jednim odlehlym objektem, jejichz struktura je zfejmé z obraz-
ku 1. Minimalni hloubka stromu je dvé. Tuto délku ma cesta od kofene stromu
koncici listem reprezentujicim odlehly objekt. Maximalni hloubka v takto
vytvofeném stromu je sedm. Na obrazku 3 je zobrazen mrkd-strom vytvoreny
nad stejnymi daty pomoci ptivodniho algoritmu. Takto vytvofeny strom ma
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minimalni hloubku pét a maximélni hloubku Sest. Odlehly objekt neni ve
strukture nijak viditelné odlisen.

x2

OBRAZEK 1. Data s odlehlym objektem.

OBRAZEK 2. Mrkd-strom s délenim na pozici aritmetického
praméru nad daty s odlehlym objektem.

%™

OBRAZEK 3. Mrkd-strom s délenim na pozici medidanu nad
daty s odlehlym objektem.
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5. Provedené experimenty

Vsechny algoritmy byly naprogramovany v prostfedi MATLAB. Experimenty
byly provadény na dvou souborech obsahujicich realna data a jednom souboru
se specialné vygenerovanymi daty. Oba realné soubory jsou k dispozici na
internetové strance [14].

Soubor IRIS byl vybran z divodu malého poctu objektt a tim i moz-
nosti podrobného porovnani vysledkt jednotlivych algoritmi. Viz obrazek
4. Soubor vsak neobsahuje vyrazné odlehlé objekty. Vyrazné odlehly objekt
obsahuje VOWEL, druhy z pouzitych souborti. Soubor GENER, s miliénem
specialné vygenerovanych dvourozmérnych dat, byl pouzit k porovnani vy-
pocetni naroc¢nosti jednotlivych algoritmi.

Odlehly objekt souboru VOWEL odhalily vSechny sledované algoritmy
dobfte. Na obrazku 4. jsou ndzorné zobrazeny vysledné mnoziny detekovanych
odlehlych objekt pomoci vybranych algoritmt. Obrazek 5. znazornuje pri-
béh ¢asu zpracovani pomoci jednotlivych algoritma v zéavislosti na poctu
shlukovanych objekt.
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OBRAZEK 4. Odlehlé objekty souboru IRIS detekované po-
moci ruznych algoritm.

6. Shrnuti

Experimenty ukézaly, ze vysledky dvoufazového algoritmu k-priméra a algo-
ritmu k-praméri™T jsou z4vislé na nastaveni vstupnich parametrii programu.
Vysledky algoritmu MFA nejsou ovlivnény zadnym uzivatelskym nastavenim.

Pokusy zaméfené na zkouméani chovani algoritmu k-priméra ™+ pii detekci
odlehlych objekti v souboru IRIS ukézaly, Zze pro hodnoty parametru k nizsi
nez 10 algoritmus neodhali zadné odlehlé objekty. Pro hodnotu & = 10 se
vytvori shluk obsahujici tfi objekty, ktery ma vyrazné mensi pocet objekti
nez ostatni shluky. Objekty v tomto shluku lze jiz oznadit za odlehlé. Pro
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OBRAZEK 5. Vypocetni naro¢nost jednotlivych algoritmi.

hodnotu parametru k& = 15 se vytvoril shluk obsahujici samostatny objekt
a dale se vytvorily shluky po dvou objektech. Pfi nastaveni hodnoty para-
metru k = 20 se vytvori tii shluky obsahujici jediny objekt a dale tii shluky
obsahujici dva objekty. Pro volbu vyssi hodnoty parametru £ jiz vznika velké
mnozstvi malych shlukd, a tim i nepfimérené velké mnozstvi objektti, jez jsou
detekovany jako odlehlé.

Déle jsem sledovala mnozinu detekovanych soubort vzniklou pfi spusténi
programu dvoufdzového algoritmu k-primért s rizné volenymi parametry
kmax pro uréeni maximalniho poc¢tu center v prvni fazi a k¥ pro pozadovany
cilovy pocet shlukt. Vysledné mnoziny se lisily. Se vzrustajicimi hodnotami
parametru k vzrustal pocet shluki s jednim objektem, a tim i pocet detekova-
nych odlehlych objekti. Napfiklad pro hodnotu k& = 30 algoritmus detekoval
devatenact odlehlych objektt detekovanych pomoci shluki s jedinym objek-
tem a osm odlehlych objektd detekovanych pomoci shlukt s dvéma objekty.
Naopak pro zvysujici se hodnotu parametru ky,.x se pocet detekovanych od-
lehlych objektti mirné snizuje, od urcité hranice se ustali. Nékteré objekty se
objevily mezi detekovanymi pro rizna nastaveni vstupnich parametri. Devét
s nejéetnéjsim vyskytem je zndzornéno na obrazku 4.

Vétsinu algoritmi jednotlivych variant se mi podafilo naprogramovat tak,
ze nasledné experimenty naznacily linedrni rist ¢asu v zavislosti na poctu
objektl ve zpracovavaném datovém souboru. Toto je zfejmé z obrazku 5.
Prumérné hodnoty jsem vzdy vypocitala z deseti naméfenych hodnot. V pri-
padech, kdy se béh zpracovani skladal z nékolika samostatnych ¢asti, jsem
zaznamenala Casy jednotlivych ¢asti samostatné. I pres relativizaci vysledki
(ovlivnéno vlastni implementaci) je zfejmé, Ze velmi vyjimecné postaveni
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z hlediska ¢asové naro¢nosti mé algoritmus MFA postaveny na mrkd-stro-
mech.

Existuje jesté fada dalsich variant, které by bylo dobré prozkoumat. Dalsi
vyzkum bude zaméfen na podrobnéjsi experimentalni ovéfeni jednotlivych
algoritmu na specidlné vygenerovanych velkych souborech dat s cilem doko-
nalejsiho porovnani jednotlivych variant. Déle by bylo dobré zamérit se pre-
devsim na dalsi vylepSeni stavajicich variant, zvlasté z hlediska vypocetni na-
roc¢nosti zpracovani. Nadéjné se jevi kombinace minimalizace po¢tu pruchodi
datovym souborem a vyuziti riznych forem stromovych struktur. Pokud se
tyka vytvareni novych modifikaci, jedna se pfedevsim o rozsifeni pouzitelnosti
metody k-pruméru v pripadé piipustnosti prekryvani se vyslednych shluku
(tzv. fuzzy shlukovani) ¢i pouzitelnosti metody pro shlukovéni i jinych nez
kvantitativnich dat.
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ON NONPARAMETRIC ESTIMATORS
OF LOCATION OF MAXIMUM

Zdenék Hlavka

Keywords: Kernel regression, location of maximum, optimal design.

Abstract: An estimator of the maximum of a regression function and its
location is often of greater interest than an estimator of the regression curve
itself. We review properties of nonparametric estimators of the location of
maximum and investigate the influence of the density of design points on the
asymptotic distribution of the estimator. Classical calculus of variations is
used to find the optimal distribution of the design points for the nonpara-
metric kernel estimator of the location of maximum.

Abstrakt: Odhad maxima funkce a jeho polohy byva ¢asto zajimavéjsi a di-
lezitéjsi, nez odhad celé nezndmé regresni funkce. P¥ispévek pojednéva o ne-
parametrickych odhadech polohy maxima a nékterych problémech, se kterymi
se muizeme setkat pii jejich pouziti. Budeme se zabyvat zejména vlivem volby
hodnot nezavisle proménné na asymptoticky rozptyl neparametrického jadro-
vého odhadu polohy maxima. Pomoci varia¢niho po¢tu odvodime optimalni
navrh experimentu pro neparametricky jadrovy odhad polohy maxima.
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RIDGE LEAST WEIGHTED SQUARES

Tomas Jurczyk

Keywords: Multicollinearity, robust ridge regression, least weighted squares.

Abstract: Multicollinarity and outlier presence are classical problems of the
data in linear regression framework. We are going to present a proposal of
a new method which can be potential candidate for robust ridge regression as
well as robust detector of multicollinearity. This proposal arises as a logical
combination of principles used by ridge regression and least weighted squares
estimate. We will also show the properties of new method.

Abstrakt: Jednim z problémt dat v regresni analyze mize byt pfitomnost
multikolinearity nebo napriklad vyskyt odlehlych pozorovani. Tento piispé-
vek predstavuje navrh nové metody pro odhad parametru linedrniho regres-
niho modelu, kterad mtize byt kandidatem na robustni verzi hfebenové regrese,
stejné jako na robustni detektor multikolinearity. Tento navrh je logickou
kombinaci postuptt metod znamych pod nazvem hiebenova regrese a nejme-
nsi vazené ctverce. V prispévku ukazeme také zakladni vlastnosti nového
odhadu.
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MAXIMIZATION OF THE INFORMATION
DIVERGENCE FROM MULTINOMIAL
DISTRIBUTIONS

Jozef Juricek

Keywords: Information divergence, relative entropy, exponential family, infor-
mation projection, hierarchical models, multi-information, multinomial dis-
tribution.

Abstract: The explicit solution of the problem of maximization of infor-
mation divergence from the family of multinomial distributions is presented,
using result of N. Ay and A. Knauf for the problem of maximization of multi-
information [2], which is the special case of maximization of information di-
vergence from hierarchical models [4].

The problem studied in this paper is a generalization of the binomial case,
which was solved in [3].

The problem of maximization of information divergence from an exponen-
tial family has emerged in probabilistic models for evolution and learning in
neural networks that are based on infomax principles [1].

The maximizers admit interpretation as stochastic systems with high com-
plexity w.r.t. exponential family [2].

Abstrakt: Explicitni feSeni problému maximalizace informad¢ni divergence
od rodiny multinomickych rozdéleni bude prezentovano, s pouzitim vysledku
N. Aye a A. Knaufa pro problém maximalizace multi-informace [2]. Jde o spe-
cialni podalohu maximalizace informac¢ni divergence od hierarchickych mo-
deli [4].

Problém feseny v ¢lanku zobecnuje ptipad rodiny binomickych rozdéleni,
ktery byl vyfesen v [3].

Uloha maximalizace informaéni divergence se objevila v pravdépodobnost-
nich modelech pro evoluci a uceni Bayesovskych siti, zaloZenych na principu
infomaxu [1].

Maximalizatory jsou interpretovatelné jako stochastické systémy s vysokou
mirou komplexity vzhledem k dané exponencidlni rodine [2].
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DIRECTIONAL QUANTILES
Lukas Kotik

Keywords: Multivariate analysis, multivariate quantiles, data depth, nonpa-
rametric analysis, robust statistic, confidence sets.

Abstract: An univariate quantile plays an important role in the statistics
and the data visualization. The presented paper proposes its possible gene-
ralization to the multivariate case. The proposed method is based on finding
univariate quantiles along rays (directions) starting in some central point.
We show basic properties of the proposed quantiles and its estimators.

Abstrakt: Kvantily patii mezi zakladni nastroje matematické statistiky a vi-
zualizace dat. Bohuzel neexistuje obecné uznavané rozsiteni kvantilu pro vi-
cerozmérna data. Clanek ukazuje jednu z moznosti rozsifeni pojmu kvantil
do prostoru vyssich dimenzi. Postup je zalozen na uréeni jednorozmérnych
kvantilti na polopfimkach zac¢inajicich v jednom bodé, tzv. centru. Ukazeme si
zékladni vlastnosti navrhovaného rozsifeni jednorozmérnych kvantila a také
moznosti jejich odhadu.
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BOOTSTRAPPING OF M-SMOOTHERS

Matas Maciak

Keywords: Nonparametric regression, local polynomial M-smoothers,
change-point, smooth residual bootstrap, Mallow’s metric.

Abstract: Asymptotic distribution of local polynomial M-smoothers de-
pends on some unknown quantities. However, a knowledge of this distribution
is crucial for a hypotheses testing problem in a change-point model. Instead
of using some plug-in techniques, which provide a poor approximation, a bo-
otstrap algorithm is proposed to approximate the unknown distribution and
a proper justification of this algorithm is given. Finally, some results are
illustrated through a proposed simulation study.

Abstrakt: Asymptotické rozdelenie lokélne polynomiélnych M-vyhladzova-
¢ov zdvisi na niektorych neznamych kvantitdch. Znalost tohto rozdelenia je
ale nutna k testovaniu hypotézy o pritomnosti bodu zmeny. Namiesto plug-in
technik, ktoré poskytuju casto len slabti aproximéaciu a pomali konvergenciu,
pouzitie bootstrapovych algoritmov byva c¢asto vyhodnejsim a spravnejsim
rozhodnutim, to vSak musi byt dostato¢ne korektne preukdzané. V pripade
nasho modelu sme navrhli reziduélne zaloZeny hladky bootstrap a dékaz fun-
govania tohto algoritmu je popisany v ¢lanku. Na zaver je algoritmus nazorne
aplikovany na simulované data.
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RATIO TYPE STATISTICS FOR DETECTION
OF CHANGES IN MEAN
AND THE BOOTSTRAP METHOD

Barbora Madurkayova

Keywords: Ratio type test statistics, block bootstrap, a-mixing.

Abstract: The paper presents procedures for detection of changes in mean.
In particular test procedures based on ratio type test statistics that are functi-
onals of partial sums of residuals are studied. We assume to have data ob-
tained in ordered time points and study the null hypothesis of no change
against the alternative of a change occurring at some unknown time point.
We explore the possibility of applying the bootstrap method for obtaining
critical values of the proposed test statistics and derive the limit behavior of
the block bootstrap statistic for the Lo procedure.

Abstrakt: V ¢lanku st prezentované procedury pre detekciu zmeny v stred-
nej hodnote. Konkrétne ide o metédy zalozené na statistikdch podielového
typu, ktoré su funkciondlmi ¢iastocnych suctov rezidui. Predpokladame, ze
mame data ziskané v ¢asovo po sebe nasledujucich okamihoch a testujeme
nulovi hypoptézu o tom, zZe Ziadna zmena nenastala, proti alternative, ze
zmena nastala v nezndmom okamihu. Skiimame moZnost aplikdcie metddy
blokovy bootstrap pre ziskanie kritickych hodn6t navrhnutych testovacich
statistik a odvodime limitné rozdelenie pre bootstrapovia statistiku pre
Lo proceduru.
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ESTIMATION OF INTERARRIVAL TIME
DISTRIBUTION FROM SHORT TIME WINDOWS

Zbynék Pawlas

Keywords: Distribution function estimation, interarrival time distribution,
mixed Poisson process, point process, renewal process.

Abstract: We propose several estimators of interarrival time distribution
based on observations of independent identically distributed stationary point
processes in time windows with length of the same order as the mean inter-
arrival time. This task is motivated by the situation in which a high number
of neurons communicates with a target neuron. The comparison of the finite
sample performance of the estimators is carried out by a simulation study
for three selected models of point processes, namely Poisson point process,
renewal process and mixed Poisson process.

Abstrakt: Navrhujeme nékolik odhadt rozdéleni dob mezi udalostmi na
zéklad€é pozorovani nezavislych, stejné rozdélenych, stacionarnich bodovych
procesu v ¢asovych oknech délky stejného fadu jako stfedni doba mezi uda-
lostmi. Tato tloha je motivovana situaci, ve které velky pocet neuronti komu-
nikuje s cilovym neuronem. Na zakladé simula¢ni studie je provedeno porov-
nani kvality jednotlivych odhadu v pfipadé koneéného rozsahu vybéru pro t¥i
vybrané modely bodovych procest, a sice Poissoniv bodovy proces, proces
obnovy a smiseny Poissontiv bodovy proces.
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STRONGLY CONSISTENT ESTIMATION
IN DEPENDENT ERRORS-IN-VARIABLES

Michal Pesta

Keywords: Errors-in-variables, dependent errors, strong consistency.

Abstract: Errors-in-variables (EIV) model with dependent errors is conside-
red. A strong consistency of the total least squares (TLS) estimate for weakly
dependent (- and ¢-mixing) measurements—encumbered with errors which
are not necessarily stationary and identically distributed—is proved.

Abstrakt: Uvazujeme model chyby-v-premennych (EIV) so zdvislymi chy-
bami. Odvodime silnt konzistenciu odhadu ziskaného metédou uplne naj-
mensich Stvorcov (TLS) pre slabo zdvislé merania (- a ¢-mixing) zatazené
nie nutne staciondrnymi a rovnako rozdelenymi chybami.
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WEAK +N-CONSISTENCY OF THE LEAST
WEIGHTED SQUARES UNDER
HETEROSCEDASTICITY

Jan Amos Visek

Keywords: Robustness, implicit weighting, weak ./n-consistency of estimate
by the least weighted squares, heteroscedasticity.

Abstract: Weak /n-consistency of the Least Weighted Squares estimator of
the coefficients of regression model is proved generally under the heteroscedas-
ticity of error terms. The assumptions required for the weak \/n-consistency
are briefly discussed. The roots of the heteroscedasticity are also critically
considered.

Abstrakt: Clanek dokazuje slabou y/n-konsistenci odhadu (ziskaného meto-
dou nejmensich vaZzenych ¢tvercu) koeficienti linedrniho regresniho modelu,
a to obecné pfi pfitomnosti heteroskedastcity. Pfedpoklady pro konsistenci
jsou kréatce diskutovany. Uvahy o zdrojich heteroskedasticity jsou rovnéz uve-
deny.
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SOME APPLICATIONS OF TIME SERIES MODELS
TO FINANCIAL DATA

Jitka Zichova

Keywords: Non-negative time series, autoregressive model, quality of forecas-
ting, financial data, exchange rates

Abstract: Some special procedures for parameter estimation in non-negative
autoregressive models were proposed in the literature and their small sample
behavior investigated in simulation studies. These studies confirmed satisfac-
tory convergence properties. The aim of this article is to study the forecasting
quality on real data sets and to compare selected univariate and multivariate
models estimated using the mentioned approach with models analyzed by
means of standard methods. Some series of exchange rates from finance were
used for this purpose.

Abstrakt: V literature byly béhem let navrzeny postupy pro odhadovani
parametr v nezapornych casovych fadach a zkoumano jejich chovani. Vy-
brané vlastnosti byly téz ovérovany pomoci simulacnich studiii, jez mimo jiné
prokazaly uspokojujici konvergenéni vlastnosti téchto metod. Cilem tohoto
prispévku je studovat kvalitu predpovédi vybranych finanénich ¢asovych rad
popisujicich sménné kurzy pomoci modeld jedno a vicerozmérnych nezapor-
nych casovych fad.
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