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�8�����	� ���� ��P@δA� P�P@δA �	
� 	�+

.FFP {P�P@δA ≤ δi ≤ ��P@δA} ≥ //,GLS

��� 
	 �� i$ 
�
�� �	
����� �!� ���5��� ���, ��� �	����� ���� ������ ��	(
������
+ ������������ 	 ��� 5�5 ��#����	� �����, �*���� ���,$ �	���!�5�*
�� 	��5���� 	�+ ������, ���� ����, 	 ����, ��#��	��, ���, �+�� �� ��5����,$
4��� ��� ��������� �������5,�,� ��������$ 
�� 
	 ��� ��#��
�� ����
�(
���� ���� ������� ��	��*���������� fi@·A� 
���� ����5� ��	������� ������(
���, � ���� ����
����*$ 
�� 
	 ��� ��	�����
�� 
���� ���� , ��� !,���, �������7
�5$ @xi, δi, siA� 5� ����� ����,�	� �!,������ ����*���, ��	��*���������� 	 �	

����� �����,�	5,�, 
�	����+ ��� ��	��*��������� F,FF. L0 	 F,//E J0$ 4,�
�	�!$ ��� xi �,�
��� ������+ 
�	����) ui@F,FF. L0A 	 ui@F,//E J0A$ D�#��	��,
���� ��� ��������, xi ��B��5��� �	
 5	
�

PIP@xA M ���
i

ui@F,FF. L0A

�IP@xA M �	8
i

ui@F,//E J0A.

J



����	 	�	��#��
+ ��� ����	5,�, ��	�����
+ @δi, siA$ 
!� ������� ������+ ����*(
���, ��	��*���������� ��� xi 5� ����� �+������ � �����  � �������+ {xij}n

j��

5��� ����,�*�* ��������� �!� ����,��� µi$ 4� ��	�����  � ����,�*�� ���(
���	 ���

∑n
j�� xij �!� ����,��� µi 5� ����	 n(�� 
�������� ����,�*�� ������+

fi@·|µiA� ���+

f

∑
xi

i @λ|µiA M f
�n�
i @λ|µiA,

	 ���, 
fxi

i @λ|µiA M n f
�n�
i @nλ|µiA.


	
 ���+ ������,�*�� ������	 ��� xi 5� ����	

fxi
i @λA M n

∫ �∞

−∞
f
�n�
i @nλ|zAhi@zA �z.


�
�� ����� �5�������,�� � ����  � �	 ��!���, ������+ {µi} �������� ��(
��, �� 5	
� �	 ������� �������+� 	�� �	 ����� �,��	� � 
�+ �����* ��������
�	
 ��� 
	 ��� ��#��
�� ����
����� ��� ����,�	� 
�	���
� ���K�	����+ ��(
#��	��, ���� �������� �� 
�	����) ����*���, ��	��*���������� 5�����������
���������, � ����� 5���� ��#��
� ����
����+� 
�� �	�� ������	 �� ��	� ��(
������ �� ������

xij M µi N eij ,


�� ����� E{xij} M µi� D{xij} M D{eij} M σ�i $ V������, �� ����,!��� ��#�(
�	��, ���� ��� ���� ������ 5��� �	
 �������+ �� �*���� �,��,�� ��#��	��,��
���, ��*� 5	
� ���� ��	 ����,� �	8��	 ��� �IP 	 �����	 ��� PIP$ ��(
����� 5��� ���	�+ � ��� ���	��, ��	�����
+ @δi, siA$


�
�� �	 ��)�*�+ ����
���� {µi} ������ ����, �� 5	
� �	 ������� ��(
�����+� �	
 �	 ��	������
+ ��������� ������ ��� ����	� �	
���� ����	��� 
�+
��� ������, {µi} ����	� �*5	
�� ����*���,�� 
���� �� � �	�� T�!,���U ���*�,$

	
 �+ �+�� �� �� �� �,�	� �	 {µi} 5	
� �	 ������� ���*� � ������ ���(
�*���, 	 � ��&���	�� ���	 ��� � ���������,�� {µi} �+ �+�� �� �� �,�
	�
���	�+ �������� 
�	����) ��� ��	�����, ��#��	��,�� ���,$ 
�
�� �+ ������
����*���, �+�� #	������
� N@µ, σ�nA� �	
 ��5����,�� ���	�+ 5��� 	��������
�
��)�*� � {µi} 	

Wσµ M

√√√√ .
k − .

k∑
i��

@µi − WµA�

	 �	

�IPµ M Wµ N LWσµ, PIPµ M Wµ N LWσµ.
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3 �!,�	�* ���+������
��� ����*���, ��� �+� ,� �	�!$ %��������+ 
!��
+ 	 ��(
� ,� ������ ��� ���	� �����,�	5,�,�� 
�	����) �	�� ��� �	 	���8��	�� ��(
���, %����������� 
!���
$

3 ����� ������� �!,�	�* �	���!�5�* �+������ ����
	� �� ������ ��(
�	 ��	� �	 ��	������
+ ��������� ������$ 
���� � �	�,� �,��� 5� ������ �!��,
��
	��,
	� 
���� � �+ �+5	�!�5� �*5	
��� ��� �*5 �!�5	������� ��� ����
���(
������ 5� �!�5���  � ��	������
+ ��������� ���� �	
��� ������� 
���� 5� �� ��
�����
��	� 	 �	����� �	
 ��
	��,
��� �� 	���	��� ?����= 
�	���+$ � ������
�� 	�	�
� 	�� 5������	��* ��+���  � ��������� ������ ���, �,� �,�����* ��	(
�������, ��	�	
���� 	�+ �� �	�	 ?����= 
�	���+ �	����� �� �������	$ :���	���(
����, ������+ ��� ��	��* �����
��	�� ����> ���+
�� 5�5��� ��	��*����������,
����
���� �������$ 
�
�� ���+ �+5���� � �	���� �������  � ��!���, ���(
���+ {µi} ��� ����	� 5	
� ������� �������+� �	
 �!� 5�5��� ��������� ����*���,
��	��*���������� {hi@·A} ���, ��	����  �

���
i

ui@F,FF. L0A ≥ u�, �	8
i

ui@F,//E J0A ≤ u�,

������ ���, �8�����	� �	
���� !,
�5�� �� #������, ����*���, ��	��*�����(
����� g@·A�  � 5��� 
�	����+ �	 ?����� F,.L0S 	 //,EJ0S ���� ���� ���,$ 4���
����*���, �) � �	
 ���� �� 5	
� �+� ����*���,� 
���� ������5� ������, ��!��(
�,�� ������ {µi}$ 4,��� ����*���,� �) � ��� �	�!$ � ��*� � 5�����������
����*���, ������� {µi}� 5	
 �+�� 5� ��	 ����� � �!,�	�* � �������,� ��������
��� XLY$

4���� �!,���� 5� � ����	�� � �!,������ ���	 ���� � �������� T��8 ��#�	U�

�� ������, ��!���,�� ������ ��#��
��� ����
���� 5� �+����� ������� � �,!��
Lσ� ���$ l,0σ �	 
	 ��� ���	�� �� �,���� ������+� ����$ �� ��!��� �����	��(
�,�� ����	$ 
!� �������, �*���� ���� �!,����) �� ��	�����  � u� > T −.,0σ�
u� < T N.,0σ� 
�� T ��	�, �,����� �������$ 
�
�� �+ �� �	�� ������, ��!��(
�,�� ������ ����	� ����*���,� N@µ, τ�A� �	
 � ��������,� �!,�	�* �+ �+��
µ M T 	 Jτ ≤ Lσ� �� ���� ���	� ���� �	��	������� ���� ����
����	��
	 ���������, �	��	�������

1τ ≤ σ.


�
�� 	�� �� 	��5��� �!,��*5�, �� 	�	�
+ �	 ��,���, ��������� ������,
��!���, ������+ ����
����+� �	
 ���� �	���!�5�* � �!,��*5�, ��������� ����
τ 	 σ$ :	�!$ �!� �!,��*5�,� �� 	�	�
��  �

u� − u� ≥ Eτ,

�	
 ����* ���, ��� Eτ ≤ Lσ ��� ������* �������	�� ������$ -�+ ���+ ���
����	� ������, ��!���,�� ������ ����
���� �����, N@µ, τ�A� �	
 
����	��

E



����*�, δi M |xi − xi−�| ���� �,� �����,�	5,�, ����*���, ��	��*����������
�	�� ��������

h@xA M
1√

τ� N σ�

n

√
9π

⎡
⎣e

x�

�@τ��σ�
n A

⎤
⎦ ,

����� � E{xi − xi−�} M F� D {xi − xi−�} M 1
(
τ� N σ�

n

)
	 xi 	 xi−� 5���

��������� � ����*���,� N
(
µ, τ� N σ�

n

)
$ %���� �� � ��55��������, �!,�	� ���$

�!�
�������� �������,�� ����*���, �� ��!���, ��������

E {|xi − xi−�} M

√
��τ��σ�

n	

π
M

1√
π

√
τ� N σ�

n

	 � �����+���

D {|xi − xi−�|} M 1

(
τ� − σ�

n

)
− 9

π

(
τ� − σ�

n

)

M

(
τ� − σ�

n

)(
1− 9

π

)
∼M

(
τ� N

σ�

n

)
· F,G1JG0.

'� (������ � �	$%����&
 ���#��)��
 
�$�


:	 ��
�	�* 91 ����
���� �� �*�� ���������,�� � 
	 �� ����
����* �+�+
�+������+ �������5,�, ��	�����
+�

x M .F1.,9JG L, Wσ M F,FF1 E �����! ����
�����
Wσ
�
 M F,FF9 / ���
��� ���*���� ��*���	��� ����+�
	�
Wσx M F,FF9 L ���*���� ��*���	��� ����+�
	 	��������
��� ��)(

�*�) ����
����$
-�	���
� ���K�	����+ ��#��	��, ���� ���,�	�� ����� �	 ��
�	�* ���	��

Wσ ���������, �	��	�����+ @�5$ �����! ����
����A �	5, ������+

�IP M .F1,9G.F, PIP M .F1,9JLJ.


���� � �+�� ���� ����� ��� ,� ��� ��#��	��� ����> ��+����* ����� 	���(
�����
��� ��)�*�) x � ����
���� �	��� ���� �+�� ����� 	�� �+ �� � ���(
����� �*�� �*��� 5� ���������� ��	���	� � ����,!����� ��#��	��,�� ������$
:	 ��
�	�* ���� 5� �+���,�	�Z �����* 5� �*
���
 �� ����,�

.$ �	 ��
�	�* Wσ
�
 @�	�,��� Wσ �� ������� 
�	���
��� ��#��	��,�� ���,A7

/



1$ �	 ��
�	�* ������ �����+�) ���������, �	��	�����+ 	 �	��	�����+ ���� ���(
�
����	��� ���+

s M
√

@WσA� N @WσxA�7

L$ �	 ��
�	�* ������ ��*���	����� ����+��
 Wσ N Wσx7

9$ ����� B��+ <���� 
�� �� ��	 �5� �������, ��#��	��,�� ���, � 5�����

����	��� [� �	�!$ ��� ����� [/1 M LWσx �� ������ ������� ��� ������
�	 ���������,� ��, � ��� X9Y$

3+5�*�� � ������

xij M µi N eij i M ., 1, . . . , k ����� ����
����,

j M ., 1, . . . , n ����	� ����
����+.

P��(�� �� �	 ������, ������� �,�	� 5	
� �	 ��	���	�� ������� �������+ � �*(
5	
�� ��!���, �������� 	 �����+���� �	


E{xij} M E{µi} j M ., 1, . . . , n,

D{xij} M D{µi}N σ�,


�� σ� 5� ?����= ���������, �	��	�����+ �����! ����
����$ 2���(�� D{µi} M
ρ� ��������� �	 i @�� 5� ��	���* �!����
�	� ��� ��	������
�� ��������������
�������A� �	


D{xij} M ρ� N σ�,

	 ���� ���

xi M
.
n

n∑
j��

xij M µi N
n∑

j��

eij

��	�,�  ��

E{xi} M E{µi}
D{xi} M ρ� N

.
n

σ�.

����� ��*���	��� ����+�
	 ��� xi 5�
√

ρ� N �
nσ�$ 
	
 ��#��	��, ���� 5���

E{µi} ± L

√
ρ� N

.
n

σ�,


�+ ����*���, µi ���� �������, @�� ��� ��	8� �!���� �* �������,A$
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�� ��	������
�� �������������� ������� 5� ����� �!����
���	��  �

E{µi} M µ,

�	


�IP@xiA M µ N L

√
ρ� N

σ�

n

PIP@xiA M µ − L

√
ρ� N

σ�

n
.

%	
 ���+ �+�� ����� 	 �,� � �	�	����+ ρ� 	 σ�� ���	�����Z %� �!�5���  � µ
5� ���
��� ��)�*� ��� ������	 xij � ���+

Wµ M x M
.
kn

k∑
i��

n∑
j��

xij .


�
�� {xi} ����� �!���� �* �������, �	 ��
�	�* �)�����, ��������, ������,
�*�+� �	
 ������ �������� ���	��� ��� 5�5��� ��*���	���� ����+�
� 5� ��	(
�����
	

Wσx M

√√√√.
k

k∑
i��

(
xi − x

)�
,

�� ��	���* ���	��5� ����* �	��	������ ���� ����
����	��$ 
���� � ��	�, ��(

�	��, ���	� � ;:�3;

k∑
i��

n∑
j��

(
xij − x

)�
M

k∑
i��

n∑
j��

@xij − xiA
� N n

k∑
i��

(
xi − x

)�
,
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.
kn

k∑
i��

n∑
j��

(
xi − x

)�
M

.
kn

k∑
i��

n∑
j��

@xij − xA� N
.
k

k∑
i��

(
xi − x

)�
,
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@Wσ
�
A

� M @WσA� N
(
Wσx

)�
,

����
Wσx M

√
@Wσ
�
A� − @WσA�.
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4����� &	
�� ��� �+� ,� ��� ������� ���	�� ��*���	��� ����+�
+ ��� xi$
3 �	��� �!,
�	�� �����  �

Wσx
∼M F,FF9 11,

�� �� �����5� � �!,�*5�,� ���	��� σx
∼M F,FF91/$ 
	
 ���+ T�������U ��#�(

�	��, ���� ��� 	��������
� ��)�*�+ {xi} 5���

PIP@xA M .F1,9JG L− L · Wσx M .F1,909 9L,

�IP@xA M .F1,9JGL− L · Wσx M .F1,9EF .G.

:	 ����,� �� T����,!�����U ��#��	��,�� ���, ���������� �� ���
��� ��*��(
�	��� ����+�
+� 
���� 5��� � ����� �!,�	�*

PIP∗@xA M .F1,9JF G,

�IP∗@xA M .F1,9GL E,

	 ��� ��#������, ������� �� �!�5�* �����,� ����> 5� �!,��� ���) ���� �+��
����� � 
�+ �� � �������� ��� ���*5�$ 
��,���, ��#��	��,�� ���, ��� xi �	
��
�	�* Wσ
�
 ���, �������� ����� � �#����5� Wσ
�
 ����*���, ���������, ��
����
���� 	 ������, xi ������5� �	
 �	 ��
�	�* ���
��� �	��	�����+ �������$
%��������� ���������, xij ����� ���� ���	 ��	� �	 ���*� � 5���� 	 �� � ��(
���	��� 
�+ 5� ��	������
+ ����	��� ����,� ���� σ
�
 	 σ(��)���������,�
@�����! ����
����A$ Q	��, ����������� 
� 
������
�� ����,!����� ��#��	��,��
���, ��� �	5,� � ��
	���� X.Y� X1Y� XLY 	 X0Y$

����!���� ����
�� 	�� �)����� �������� 
�+ ������ !,��� �����, 
�	���(

��� 	 
�+ �����, ����,!����� ��#��	��,�� ���,$ :*
���� �����*�� �	 ����
����
� ��� �	5,� � XJY� 
�� 5� !����	 ����
	 ��������, ��	�����+ �������$

*� +��,�

����
	� 5	
 ��#����	� �	
��� ������+� � ���� ����� �	5����� ����� �	�	����+
�������,�� ����*���,� 
���� ������5� ������, ������	���� 5	
����,�� ��	
�
�	 �����
�� 5� ������ 	
�����,� ����> ����� ������� �	����� �!�����,� � ����(
�����*5�,�� ��#������, �������$ %� ����� 
����	���	��  � ����� ������� ���,
������� � �����	��!� ����	 ��!���� 	 �*����	 ��&�K	�) �������� ��� �
I
� ����� �� ����, �)��� �����,��$

-������#��

X.Y '"IR\P]- %$� 
�����+ � ����,!����� ��#��	��,�� ������$ D���	���
D����� :�$ ./EJ� !,5�� 1FFF7 ;
	����� �*� ���
� �������
+� C��	� ������
��&���	�� 	 	����	���	��$

.1



X1Y '"IR\P]- %$� ������*�� ���K�	����+ ��#��	��, ��	#�	�+$ D���	���
D����� :�$ 1F0G� !,5�� 1FF17 ;
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